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PARCOURS

Réviser régulierement pendant lannée.
Objectif': 1 séance par semaine.

S PARCOURS

Pour se remettre dans le bain avant les controles.
Objectif: 1 séance avant chaque devoir surveillé.

== o Parcowrs NTENSE

! Tu as tout oublié ? Pas de panique, revois tout le programme
en 2 semaines.
Objectif': 2 séances par jour pendant deux semaines.
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Alpebre

Rappels de calculs

N PUISSANCES

Je multiplie deux puissances qui ont la méme Je divise deux puissances qui ont la méme

base en additionnant leurs exposants. base en soustrayant les exposants.
w n man (Lm m-n
(¢ 93

Ici,a # 0etb # 0.

w n X
Une puissance de puissance ? Je multiplie les exposants ! (Q,“') S
Si les puissances n'ont pas la méme base mais le
méme exposant, on peut factoriser. m ™ Vo
P P @' x b = (ab)
Exemple: 2’ x 57 = (2 x5)7 =107 T a.>“'
La méme regle s'applique pour un quotient. ? "\

N LA PUISSANCE NEGATIVE, COMMENT CA MARCHE ?
Pour un nombre réel a non nul, et n un nombre

entier, la puissance négative, c'est une division e A
répétée. Ainsi,a™" c'est U'inverse de a™. o ¥

N CALCULER LES RACINES CARREES

Soit a et b deux réels positifs non nuls. Je peux multiplier deux i o 5
racines en mettant sous le méme signe : -
V50 x /3 =50 x 3 = V150 4
— a o
Je peux simplifier un quotient : |- Nt V] B b

Attention!
XVZ+V3+v2+3 @vV2+3=+5

N METTRE SOUS FORME avb

La forme préconisée pour les racines carrées est de type avb ol a et b sont des entiers, b étant le
plus petit possible. Exemple: V8 = V2 x4 = V2 x V& =2 x 2 = 2v2 4



ExceheAces
Simplifier les écritures suivantes, si possible. x, y, a et b sont des réels non nuls.
(23x25)* _

a) ———=

2—4
b) 372x3%)71=
o (@b ?)2xalbt=

g @ _

23

(%) _
(x2y-1)-1 -

e)
f) (52x54)3=

Simplifier les écritures suivantes.

a) V200 =

b) V3 x V48 =

V75 +27 —V12 =
d) (V5+v3)(V5-v3) =

) (VZ+1) =
iy

Simplifier les écritures suivantes, si possible. Préciser les valeurs interdites.

a)(x+2)2—(x—2)?%=

)x2—16 |

x2—4x

1 1
O—+—=
x-1 x+1

d (2x—-3)2—-(2x+3)?%=

) x2-5x+6 _

xX—2

X 2
D=

al0adly



Alpebre

Equations et inéquations

N RESOUDRE UNE EQUATION PRODUIT NUL
L'équotion produit, AxB=0 eft equivalend & A=D ew B0
Exemple : Résoudre dans R l'équation 2x(x — 1) =0

2x(x—1)=0=2x=00u(x—1)=0
x=0 oux=1
On note 'ensemble des solutions S = {0; 1}.

N RESOUDRE UNE EQUATION QUOTIENT

L'équolion quetient % =0 est équivalete & A-O b BLO.

Exemple : Résoudre dans R l'équation % =0.
x—3=0et2x+6+0

& x=3etx #-3

S x =3

On note 'ensemble des solutions § = {3}.

N INEQUATION PRODUIT

On étudie le signe de chacun des facteurs que ['on rassemble dans un tableau puis on
appligue la régle des signes.

x -1
Résoudre dans R lU'inéquation (x + 1)(2x — 5) < 0. x4+ = 0 &
1. J'étudie le signe de (x + 1).
x S/
2x-S - +
2. Jétudie le signe de (2x — 5). 2
3. Jerassemble dans un tableau et j'applique la x A Sk
> : x 44 - 0 + +
régle des signes. e = =0 %
e ta)x
4. Jobtiens l'ensemble des solutions. Ox-S




a)

b)

o)

d)

a)

b)

ExeheAces.

Résoudre les équations suivantes.
2x—-3)(x+5)=0

Bx+1D(x—-4)2x—-6)=0

x?2=9)(x+2)=0

(x—1%?@2x+3)=0

Résoudre les inéquations suivantes.
x—2)x+3)>0

2x—-1)B—-x)<0
x+Dx—-2)(x—4)>0

Résoudre les équations suivantes.
2x—4

x+1

al0adly
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Equation du second depre

N DISCRIMINANT

On appelle discriminant de la fonction f: x — ax? + bx + c avec a # 0 le réel

O N O N A N

® o o 9 b

La {ovme. comonique de

A - B-ltoc Adoit abow: s L
:%Cx\.—.a(r.«—z%)-m

A quoi sert le discriminant ?
A connaitre le nombre de solutions de l'équation ax? + bx + ¢ = 0.

Graphiquement, résoudre ax? + bx + ¢ = 0, c'est chercher les intersections de la courbe qui
représente f et l'axe horizontal.

St <o SLA=0 S AYO
L'équodion. o deuy s8Rutiomn
Ae0PPeh -
x(;:__b_. x,‘:—b_m xl‘-_—b‘i'm
2.00 240 20

N RACINES ET FACTORISATION

x, et x, sont appelées les racines de f:x — ax? + bx + c . La fonction peut alors se factoriser
selon la valeur de A.

e SiA<O, f(x) nes'écrit pas comme un produit de polynémes de degré 1.
e SiA=0,alors f(x) = a(x — x¢)?.
e SiA>0,alors f(x) = a(x —x1)(x — x3).

Somme et produit des racines

59"\,"\2,:-% PA.DM:

10



Exeheices
Résoudre dans R les équations suivantes.
1) 2x2—12x+16=0

2) —x24+4x—-9=0

3) —3x2-30x—75=0

Utiliser la forme canonique pour résoudre l'équation suivante.

Résoudre dans R ['équation —x? + 5x — 4 = 0 sans utiliser le discriminant, mais en utilisant la
forme canonique du polynéme.

Déterminer, suivant la valeur du parameétre m, le nombre de solutions de l'équation
du second degré.

1) —2x’4+mx+m—-x+1=0

2) x>’—-mx—m—3x—-3=0

11
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Alpebre

Generalites sur les suites

N COMMENT DEFINIR UNE SUITE

Une suite peut étre définie par: Uy = _-g(“/)
e une formule explicite de type
e un premier terme connu et une relation de i Uo
récurrence de type u,+1 = f(uy,) Ui = Rlwn)

N VARIATIONS D'UNE SUITE

Soit (u,) une suite. Pour tout n :
e siu,,.; —u, > 0,alors (u,) est strictement croissante.
o siu,,.; —u, <0,alors (u,) est strictement décroissante.

Vocabulaire : Une suite est monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.
Attention ! Une suite peut étre ni croissante, ni décroissante .

O
@® ce()/';-\r
o) Iy
5]

N CAS SPECIAL

Soit (u,) une suite dont tous les termes sont strictement positifs. Pour tout n, si

o si % > 1 alors est strictement croissante.
n
o si ™l - 1 alors est strictement décroissante.

n

Cette propriété est pratique pour étudier les suites géométriques.

N METHODE

Pour déterminer le sens de variation d'une suite :

1. On détermine si la suite est arithmétique, géométrique, ou ni Uune ni Uautre.
2. Sila suite est arithmétique on conclut selon le signe de la raison.

3. Sila suite est géométrique, on conclut a l'aide du tableau de la fiche précédente.
4. Sinon, on calcule u, 1 — u, et on conclut selon le signe.

12



W
Calculer les termes des suites suivantes.

—-2n+

1
. Calculer u;.
4n+6

Donner le résultat sous la forme d'une fraction irréductible ou d'un nombre entier.

a. Soit (u,) une suite définie pour tout entiern € N par u,, =

b. Soit (w,,) une suite définie par w, = 0 et pour tout entier n € N par w,, ., = 4w,, — 8n.

Calculer ws.

c. Soit (u,) une suite définie par uy, = —9 et pour tout entier n € N par u,,, = u, — 8.
Calculer u,.

Dans chacun des cas, étudier le sens de variation de la suite (u,).
a. u,=n’pourn€N

b. un=1+%pourn€N*

T n+a

3TL
d u,= - pourn € N*

13
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Alpebre

Limites de suites

N\ LIMITE D’'UNE SUITE

On dit gu'une suite (u, ) converge vers un réel [ si tout intervalle ouvert contenant [ contient
tous les termes de la suite & partir d'un certain rang. On écrit : lim u,, = L.

n—-oo
On dit qu'une suite (u,,) diverge vers +oo (respectivement vers —o) si tout intervalle de la
forme ]A; +oo| (respectivement | —oo; A[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain
rang. On note lim u, = +oo (respectivement lim u,, = —).

n—oo n-—-oo
On dit aussi que u,, tend vers +o (respectivement —o) quand n tend vers +o.

N NOTION DE SUITE

Lm, w = 4 -0 N
N o0 L WOk m, C’est quoi déja,

: . la convergence ?
D (o = +0 b 4 -0
N3+ N -3 400 m \

N 9. A _
igw W = x00 Rt I 0

<~ Pour k > 1 entier naturel

e -
Dime W = 400
N4+ "

=0

3

A
W

<~ Limites d’une suite géométrique de raison q
o4 q74 dwe q = 400

.A{, q:i _Oi.mq“’:i

N340

o AL-4<0< 41 Rm g =D

N0

o A q4-4  pas de limites

<~ Toutes les suites n’ont pas forcément une limite
Les suites définies par les expressions suivantes n'ont pas de limites :

u, = (=1)"; u, = sin(n) ; u, = cos(n)

14



Méthede

1. Déterminer lim 2n3 +n

n-+oo

Qim, 21\1?’ = 400

N-4%0 Poar dowme. /im 20341 = 4o
N0

eA.VV\‘ " w = 4+

N0

2. Déterminer lim —= + 2

n-+oon n
i '1,_ =0
b TR Por somme, m A . 2|
9 N2+ ,\?- n
w — =RC

3. Déterminer lim 3 + 0,2"

n-+oo

Comme -44 02< 4, Um 02T =0

N~ +00

P somme, Lim 3+02°- 2

NA420

4., Déterminer lim 2Vn + sinn

n-+oo
fw 2 = 400 &4 -4 € Ainn {4 poun teuterdien n
N4

Par romme, m 2\ + Aln = 490
N %0

15
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Alpebre

Convergence, divergence

< THEOREME DE CONVERGENCE MONOTONE

o s Ro.suite. et mojonze
oUmAuitzquWexmn,&o«u, s s
ext CDV\”Q%@/\XE» e
o Une Auite déaoimarde ot minorse o FVuiteel
ext comﬂ).,c%em:tz_ .

< THEOREME DE COMPARAISON

80\13 (\Lv\) ei (\)’w) dew suwtes te’u& q\UL QPMB&N‘\;\.O W, = 40 °

uwé\h&pmd}mm‘toiwmgm. N
[ ]
o A R W, = t0 ofow Dim = v ot
N340 M40 ° °
[ ]
o AU Qw9 =-0 ofon D W, =—c0 .
W3 00 N +P0 [ J [}

< THEOREME DES GENDARMES

N ‘DW
L
Soilb (ww), (04) &b (W) trols Auites telos Teo, .
qQue W, £ Ui £ Wh G paxtic de M. 2 S EEE N
'o.:.=°‘
SU (0w et (ww)memmm m: o’
Lwate £, alow Wy cokucazmwwin. :R .
[ ] \Lw

E le théoréme de comparaison
et le théoréeme des gendarmes

<" Pense a utiliser le théoreme des gendarmes dées que tu vois :
(=)™, sin(n), cos(n)

16



Méthede

1. Déterminer ngglm(nz - (=D").

« Ow déteumune une Auite qui mojere (sumine) Ra suite dowt sn dRereka
Lo, Lwite
four tout endier nodmnel n, o o (€4 dlon - y-4
donc - A -4

o O, &{r’\tm -4 = +oo

« Done, d'apisle tRéneme de.cmmmo.bm,fi_{w (W-A)) 220

2. Déterminer lim (1+@).

n-+oo

o Pour toud exdion w74 ,em a -4< Ann) £ 4

w "

UN

S
n

Ao A 2 AW ¢y A

n w w
o Onqore wn=A-d | Vps Ae A % Wz As A
w

x I

Ow o dowe wémémmh@w>ia%uk=§mwn=i
" M40

o Alui, d'apdsRe thioume des gendanmo,

Lm, (/H- A‘u\‘_(“')):i v/

N->400 m

2
3. Déterminer lim 7,

n-+oo n

o Pouwn teul entiern watuwnel w non nul, ow o :

-4 £sin(nt) 44 & _A gSaw) (4
n " ™
«e A m A 0 o m A =0
N0 N NI N

. Dloguds 2 tRecnema der qendoomer dm Uo = O

N340

17
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Alpebre

Lever une forme indeterminee

Voici les 4 formes indéterminées.

©0 -

o0
o ; Ox 00

Pour lever une forme indéterminée, tu peux appliquer un des méthodes suivantes selon la situation.

SITUATION METHODE
Factoner fe. teume dun
PbLLﬁV\SW\Q, pmmmpd?;(«é
u“': _3“}*2“—1 ........................... b \Lw= “?_ ('_2’*. -3% _ %?’)
: : Factonuer Resternmen de
Fonclion ratiowelle mw?eg‘«éexsmpugm
R (% - T R — > W (242
U'“': w-4 Um,=- "V\a—(i_t?(-g
Rocines WleLtiies pon le conjugque
............................ > () (Fer )
W=t -0 Wy = =
Puumaunce Utiuer Umite de g™
" A 5 Agr, =dlgid A
= =) =< | ] W
" ( 3> > Aowe (_—%) mo
T"\A%O § EVVMﬁ( C,Oﬁ(‘f\l) 5 i
Wy = e > Beed T Bnxd 3w
ntd et appliquer (e théodma dos
%W ou. Do Riceme, de
(OMPAACUAON..

18



Méthede

2
N . ] -1

1. Déterminer lim =
n-+o n+l

Wy = w4 = (“o%(“—"/o = n-4
nrd w41

L n-4 = 40 deme  Um w, = +00

N-40 N340

n3-1
2. Déterminer lim ———
n—+oo 3n“+5n

Uy = n2-4 - 1&/(4-:3) - i
2w+ Snt n,( ) %(%_4.5)
.A_.= 0 dowc "?JJVL 1.- A_.z 4
N340 n3 N A+00 n
m, 3}_:0 devxc&m_+‘5 S ei;?.uv\,w(_*_s)
NIt0 W N 40 W N=) 00 n»

Por comsdquent Um w, = O

n~-34+00

3. Déterminer lim n? —5n% +3

n-+oo

U= W-5Bn+d = (4_§+ 1)

" n?

'QA.XV\, E:OQX.Q.LW\._%_—D dDV\L-Qi.Wo4—§.{. l:i
n n

N4 W r00 W3 N ~5+00 w3

Bm - 40 done pon qmoduit, Mu‘\:wo

W ->+0

Un exercice type Bac pour
tout revoir

N—>

19
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Alpebre

Demonstration par recurrence

La démonstration par récurrence s'utilise lorsqu’on cherche a démontrer une
proposition qui s'applique aux entiers naturels. Il y a 3 étapes dans la rédaction.

LE PRINCIPE UN EXEMPLE
No €N, soit (R) P proposition . ;- e
I E Y Tt Y 1 Seit (%)de{.uu.e,,pnx Up= 2 L Wpu = YR
Défnbm que Un= 2%+4 PB\.U\"D\.Ct ‘Y\.QN

1. Initialisation
On morihe que o juopusté. est No= 0.  Upz_2 =2
Moue QU Aong Ve 2%+
(R) est dewe woie.

2. Hérédité
On e un ention By 1o, on moidie Suppsons (8) eft waie : Ug = 2

que. Al (?ﬁ_) ebt '\’\OI‘E, O(MA 2&_\_4
(%) est vraie. Do énonee |, Uguy = %
A+ Ug
2
u—ﬁ_ﬁ = L = 2 = 2
A+ 2 2844+ 204+D
B+

2 dene () est waie.
2(R+A)+4

U~%.+A

3. Conclusion

Q“—QW&thUE—MMY\-»M, L‘l_ix\ix- E j e&t l-g-' 'Q’Rt/!.!f

R popesition (R et vaie. est démanirze |, pox Adowence. | s o
dien youn touk w0 U -_2Z
2n+A

20



Q

» Démontrer que pourtoutn € N,0+1+2+--+n=

Méthede

__ n(n+1)

—
Corrigé

4. Inttafisodion

Aw Aong Mo =0 0+.+0 =0 Vv

Ox (Ot4) = Ox4 =0 v
2 2

Lo ymomiete P ost waie Qut Aong o= 0.

2. Heredite

Supposons pour B 70 que (K) soit moie 4+L+.+hs w{m
Deémavdhons que. (%.,) est wioie AN Pogrthize. de

A Qa . + Bt Bia = (Baa)(Bxd) AS OIS
2

Ax Qe v Biebin - REA) ) _ Rlwm) 2 (Rn)
2 yA 2
- (RaA) (R 2)
2

la. popidte et dowe wioie om Aong Bad.

3. Conclunion

Lo, Juopidte. o waie aw Aang O & et Rérdditaire
m‘ti)»dece_m%. B et done waie poun tout entier natfwef.

Je t'explique tout ca avec
limage des dominos

21
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Notes personnelles

A

reimnts. a thavaillern

22
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Limites de fonctions

. LIMITES A CONNAITRE

Analyse

2
‘g(m‘_) =R ‘%(x.) =LC ’g(i) = E
. X = +90 ‘e,t'x\r\,‘.)cz=+eo M\E:ﬂa
A 3+ U >+ A >+
bimw x = 0O Lim x < 0 Pm V= O
X -0 X -0 X -0
. * = -o fm. T = +0
L -0 L->-c0
A
%('x,) = % ‘%(i) =:—£.3_ —%('x,) = e.t
Do A - 0 Lom A -0 Di & =i
w340 L A 340 L W -+
. . : *
qux.iL:i—co Qun.’_‘-l=+co ‘P)JV\.Q:"
-0t T x oot -0
‘Q)Lm,i:-oo -P,Lm,’i_:.fco MQZL:O
x-0" X xop X L-3-00
el:n\. .A_ =0 &:’W .A_ =0
-0 X Ts-0 X

. ASYMPTOTES
hougerdole.  (fmite e *oo) verticale.  Bimite en aun réel ¢

Qi P(x) = L - 4o
Z=h I L

ic

équnﬂsw de Q'(mamp‘t& Y=o E"qun'ﬂaw de Q'cmavnp’tdte. x=C

. LIMITE DE FONCTION COMPOSEE
Théoréme: a, b et c désignent soit un réel, soit +oo, soit —oo.

QA-,V}/\, l&.(:!‘.) = Ei;\ )
=i {ngw v(X)=cC ! obous '3_"_':"" v(u(v))=C

24



Méthede

. N'apprends pas par coeur !

ashjeuy

Sache retrouver les limites a partir des courbes représentatives.

Exemple avec la fonction exponentielle.

Limite en -«

K o
)JJV\: e -0
AD-20 9
—
0
Limiteen O

. i
e -4 downt ‘QJ-WLQ:i

-0
N~ 9

Limite en -«

25

On observe la direction de la courbe
quand elle se dirige vers la gauche
(car x tend vers -o0).

La courbe s'approche de
, Cest-a-dire de 0, donc

lim e¥*=0

X——00

La fonction exponentielle est
continue en 0, cela veut dire que je
peux calculer e tout simplement.

Or, je sais que e® = 1 donc je connais
sa limiteen O:

lime® =1
x-0

On observe la direction de la courbe
quand elle se dirige vers la droite
(car x tend vers +o0).

Elle monte vers +o« : on retrouve la
limite :

lim e* = 4+

x—+0o0



Lever une forme indeterminee

Voici les 4 formes indéterminées.

Analyse

(3]
o0 - oQ - x O x €0
© 00

Pour lever une forme indéterminée, tu peux appliquer les méthodes suivantes. Voir la page
suivante pour le détail des calculs de ces limites en + .

Faciowser por Re tevme de
R %V\JSW\Q, pams Wouit deopé
(D vy W o e R b 9_ A
© %C’Q: -2 4 €@)= 3| 2-%- Z’L)
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Méthede

1. Déterminer lim 3x%2 —2x—1
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Continuite et TUI

<" C’EST QUOI LA CONTINUITE ?

Analyse

Forclion. conlinue. en un poind Fonclion. conlinue. auwn sun untesalle.
Seit g_w\e. ’ définie awnun gat covdinue sun T
fensalle. T of soit o€ L. 4l {e&t continue.
! ot conlinue en a il i o Aot de T.

fm $(x) = o

Lo

Graphiguement, on peut voir qu'une fonction est continue si on peut la tracer « sans lever le crayon. »
. PAS CONTINUE
onfue.
/ I
\_ ’ -

<~ THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES (TVI)
| (o)

Seit % aune fouchion conftinue A un
densalle Lo b,

Poun tout & € R compris endne 4 (a)ex £(b), ;: / Y ey .
Requation £(x)=f admet au. msis e = / n
rolulion dowms Lindensalle Ta bl

LoLuTioNS DE %(y;):&
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enre §(0) o 4(b), 2'équatisn $()=% , 4@
admel ume unique. Adudiise daws [a;b). — —
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Méthede

. Soit f : x — x3 — 3x% — 1 définie sur R.
Quel est le nombre de solutions de 'équation f(x) = 4surR?

Corrigé
4. B détemine § oL aow Aigne

%&tmwwm condiinue s R

Pour Toub € R, §'(x)- 2 -6 = dx(x-2)

9. D dreme % tadleow de wariaduons de_{?f

x -0 0 ya +00
siqme. de. |
fo | + 0 -0 4
V -~ t-

ded | | "
) e

2 Ow A& 2k der extremuums yuounRocalires Res inkensalles i peused
22 Jrouver Ros ARLISWA .
B opplique Lo TVI Aun .ces indouwalles.

Sun 1-0;21, fe moxinmum de § vonk -4 dewe §(x)=k n'a_por do
A0ditsn Aun ek JnFlemsalRe .

Sur [2j+00L, § et condinue o Siclemerd oOwontR.

kL€ [-5;+0l dome dlogues le enckRowre Aur TV, SR exifle una Lnique
MRudisne o € 025400 AR que 4(a)=t.

Done Requadion $(x) =4 nadmer qu'une seule addudion s TR

29

ashjeuy



Analyse

Composee de deux fonctions

. DEFINITION

Soient u une fonction définie sur un intervalle | et v une fonction définie sur u(I). On appelle
fonction composée de u par v la fonction notée v o u et définie sur | par:

vou(x) = v(u(x))

Dire que v est définie sur u(I) signifie que pour tout x € I, v est définie en u(x)
(autrement dit : v(u(x)) existe).

. EXEMPLE

Soientu:x » x>+ 1letv:x H%‘

La fonction u est définie sur R. De plus, pour tout x € R, x2 + 1 # 0.
La fonction v est donc définie en tout u(x) : v est définie sur u(I).

La fonction v o u est donc définie sur R et :

voulx) =vu@)] =vx*+1) =

x2+1

. DERIVEE

Soient u une fonction dérivable sur | et v une fonction dérivable sur u(I),
alors v o u est dérivable sur |, et pour tout x € I :

wow)' (x) = v'[u(x)] x u'(x)
Exemple

Si u est une fonction dérivable sur | alors:
W' =nu™txu et (e¥) =e* xu’
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ExeeAcess
On considére les fonctions f et g définies par: f(x) = x2 + 1 et g(x) = 3x — 5.
a) Calcu[erf(g(l)) puis g(f(l)).
b) Déterminer l'expression de la fonction h(x) = f(g(x))

c) Déterminer 'expression de la fonction m(x) = g(f(x))

d) Vérifier les résultats obtenus a la premiére question.

Représentations graphiques

WV

On définit les fonctions : h(x) = f(g(x)) et m(x) = g(f(x)).
1) Comparer h(1) et m(1).

2) Calculer m'(1).
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Analyse

-~ Exemples de dérivée d’une fonction composée

Fonctions derivees

DERIVEES USUELLES ET OPERATIONS

i U

§ f T,
0

(Urv) W+
2w
% woutonte
()’ wo+ wy!
4 o
@ 0=
AL ! )
2 WY - wy
v oL
vow () v (w))x W)
ou v (w))

. [(ar}& im,ﬂ; 2 (2% Quevl) w2 v
o [ A0 ()] = wlxc)y A wi)=1C, vl = sma

1 0 . 2 ) 3
° [_Q/ ] = e x(—-?)‘L] \.L(.”L):-%,\}(SL):Q,
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Enxeeicen-
Calculer les dérivées sur R des fonctions suivantes.

a. fi(x) = (Gx2+1)7

1

b. f,(x) = 00
c f3(x)=vVx*+1
d. ﬁ;(x) — e—5x+1

. fo(x) =+Ve*+2

[]

1

f6(x) = VxZ+l

o

Etudier le sens de variation des fonctions suivantes.

o f estdéfinie sur [2,5; +oo[ par f(x) = V2x —5

e g estdéfinie sur [0; +oo[ par g(x) = (2vx — 1)5
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Analyse

Tanpente en un point

LS 4 \\\
»  DEFINITION DE LA TANGENTE \
2a. ”CQA%eyJ\ﬁ eJt QQ;
Si f est dérivable en a, la droite passant par \ ER——., /Kjb‘*e :
A(a; f (a)) et de coefficient directeur f'(a) est ‘\\ V/ o M -
appelée . e .
. EQUATION REDUITE DE LA TANGENTE A

Soit f une fonction dérivable en a, alors l'équation réduite de la tangente au point de G

d'abscisse a est: e 2 1) Qt/(: de 2 ex
Y = ‘%(Q,) + P(a) (x-a)
# Méthode : déterminer une équation de la tangente & C; au point d’abscisse a

On place le point A d'abscisse a sur la courbe de f.
On détermine f'(a)

A partir du point A, on trace le vecteur de coordonnées (1; f'(a)) : c'est un vecteur directeur de la

tangente cherchée.
On utilise la formule:y = f(a) + f'(a)(x — a)

On donne la courbe €y ci-dessous. On sait que f est dérivable en —2 et que f'(—2) = g

On cherche & tracer la tangente a € au point d'abscisse —2.

>

% UM.D-QCLQ,LLL,_LL(B',S) st
weckeun. direcXeun d.e.’?.a'to.nc&udz.‘ é1
- @'V\.O.N\,&que_ Qo.‘ﬁowwfz, o=-2:
TR AR A 2) (x -(2))
= ‘%(’2)‘% \m()) (1‘.4-').)

e Jeion Ut %(—1): clest
L'ovdownce de A et dome g(—2)=¢

Qwe,wdéd,mu‘t: ;\ ?
= S S A3
\,&_ Ax 3-('Jr_{—’l)-- XX+ T
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Exeeices
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une équation de la tangente a la
courbe représentant la fonction au point d’abscisse a.

ashjeuy

a. f(x)=x3-3x+1 a=0

b. f(x) ="~ a=1
c. f(x)=i—: a=2

Probléme paramétrique

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = ax? + 2x + b ol a et b sont deux réels.
Déterminer les valeurs de a et b telles que la courbe représentative Cr admette au point A(1;, —1) une

tangente A de coefficient directeur —4.
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Analyse

Derivee seconde et convexite

. DERIVEE SECONDE
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1. O note
On note f' sa fonction dérivée. Si f’ est dérivable sur I, alors
on appelle fonction dérivée seconde de f sur I la fonction _g"(x_) - (‘%'(l))l
dérivée de f".

. CONVEXITE

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. On dit que f est:

coneexe. concouse
mIA\mMeAqmwﬁoime_Ce WIA\&M&W\)&C&
ext en-dovews de chacune de Aea st cu- deriun de chacune de Aea
reander entne Rex pounds dlintervedious récantes entne Res poinds dlinteredisus
de C‘fi de G-
A A
\ . ,,;,»///’7 o ‘;:\:\T‘*?*;\;\
\\ | .
- % ext convexe s T o §et concove s T
o R0 cwbe sepdrendtolive Cp de 3 est .Qo.m%e.).eyu&evqu,dﬂ%ex\:
ou- dossua de toukes mm%%u\'tumx_l o . de toukes ey Tongenizs J T
° ﬁ\ Q)S\', (‘)\.DUYAQJ\j-E, AU 1 £ {’Jt ‘,\WLU e AU I
. %"eﬁm‘xﬁn&ml g"eﬁ. néqalive g T
AN POINT D’INFLEXION
/ .
U s dliy :.E’ yuon esl .,‘\Du\l 86.Ra_ /,’:?/’“"*‘7
QDw&Se, repérentodive. de § bowene o -
MW ])'N?LEXPJ /"’
FA.D e - loo %ew cB\o.mae_ de “r'x'//

Qoo denivee recomde Alownule !

covumdﬁ on e youd dlindlexion et ’
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Corvrerxe, comcoanre ?

~ Connaditre la convexité des fonctions de référence
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Analyse

Loparithme népérien

Q‘

DEFINITION

Pour tout nombre a strictement positif, on appelle logarithme népérien de a l'unique solution
réelle de l'équation e* = a. Autrement dit :

A 25
e = & L=
Exemples
e* =1 x =1In(1) doncln(1) = 0.
e* =e o x =1In(e) doncln(e) = 1.
four teut x€10j+w0l, & - Rur o xER,

('\

RELATION FONCTIONNELLE
Pour tous réels a et b strictement positifs, on a

Exemple: in(42) = In(6 X 7) = In(6) + In(7)

. PROPRIETES
Pour tous réels a et b strictement positifs et pour tout entier naturel n.
&(“):Qn.ov{’nb Ln ((00) = 4 (o)
L (a7) = nBn(0)
Exemples
— 3y —
In(0,5) = In (%) () In(343) = In(73) = 3In(7)

In (g) = In(5) — In(2) In(v3) =In (3%) = %ln(B)

EQUATIONS ET INEQUATIONS

La stricte croissance de la fonction In sur ]0; +oo[ a pour conséquence la propriété suivante.
Pour tous réels a et b strictement positifs :

a=b & dn)=22(b) avb & n(a) ¥y 2n(b)
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e ueAces-

=
=]
=
&=
=

Simplifier Uécriture des expressions suivantes.

d. In(5e) =

b. Ine3=

d. n24+m2+mE+m=
5 8 11 14

Résoudre les équations suivantes aprés avoir fourni 'ensemble d’étude.

d. Inx=-2
b. nx?=1
C. ln£=2

3
d. Inx3=-3

e. In3x—-2)=0

f. n(x?—-1)=In4+1n2

Résoudre les inéquations suivantes aprés avoir fourni "'ensemble d’étude.
a. 1—-2In2x>0

b. 3—lnx<g0

c. 2+3In2x<0
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Analyse

Fonction loparithme nepérien

PROPRIETES

On appelle fonction logarithme népérien la fonction f définie, pour tout x €]0; +oo], par :

3(x) = nlx)

Propriétés

La fonction logarithme népérien est strictement

y =In(x)

croissante sur ]0; +oo[. De plus

Lo e =-0
A-=20

dm dnx = +0
L -D40

Théoréme des croissances comparées
Pour tout entier naturel n strictement positif:

Dim xR =0 QI,-QJJV\,-QW&— 0

Q-»

X =20 Lt W

En qpandiculien Jhmﬁ:%z. OQI.-QJJV\.-Q)'\"L )

L0 x

PROPRIETES GRAPHIQUES

a. Dansun repére orthonormé, la représentation graphique

C.

de la fonction logarithme népérien est le symétrique de la
représentation graphique de la fonction exponentielle par
rapport a la droite d'équation y = x.

La fonction logarithme népérien est concave sur ]0; +oo].
La droite d'équation x = 0 est une asymptote verticale
la représentation graphique de la fonction.

DERIVATION

________

La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +oo[ et
sa dérivée est la fonction inverse restreinte & ]0; +oo].

Propriété
Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I telle que, pour tout x € I, u(x) > 0.
Alors x +~ In(u(x)) est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction (ln(u))', définie sur I, par:

ullx)
(& (u.\) (x) = S

Exemple
Pour tout x € R, x2 + 1 > 0. Ainsi, la fonction f défnie sur R par f(x) = In(x? + 1)a pour dérivée

la fonction f' définie, pour tout x € R, par f'(x) =

2+1

40
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e ueAces-

Donner le domaine de définition des fonctions suivantes.
a fox) =mn(-3x-1)

ashjeuy

b. fi(x) =In(—4x +5)

Dériver une fonction logarithme.

Dans chaque cas, u est une fonction strictement positive sur son ensemble de définition.
Calculer la dérivée de f.

a. f(x) =In(5x+3)

b. f(x) =In(x?+4)

c. f(x) =In(3x%—2x+6)

d. f(x) =In(x*®+ 1) sur]0; +oof

e. f(x)=In(e*+1)

f. f(x)=In G) sur ]0; +oo[
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Equations triggnométriques

X

Analyse

RESOUDRE cos x = cosa ou sinx = sina

1. Placer sur le cercle trigonométrique le point M d'affixe a, puis, s'il existe, l'autre point du cercle
ayant la méme abscisse (ou ordonnée).

2. Déduire les solutions de l'équation a l'aide des résultats suivants :

ws(x)=wn(a) & x=o0+28n eow x= -a +28%w (ez)

sin(x)=snlo) & x=0+2%0 ow =T -a +2&n (&Le72)

Exemple : Résoudre dans R ['équation sinx = ?
On asin (g) = ? Placons M G) L'autre point du cercle

ayant pour ordonnée g est le point N (2?”)

: V3
sinx = —

T 2
<:)x=§+2krt(k€Z) ou x=?+2krr(kEZ)

. TROUVER cos a CONNAISSANT sin a (OU INVERSEMENT)

Exemple : Soit a un réel vérifiant sina = 0,8 ettel que a € E n]. Déterminer la valeur de cos a.

Calculer cos? a & laide de la relation Cofeulors czs"(o.) g
cos?a +sin?a = 1.
() + sin(@)=4 & wod(a)+ 08 =41
& ws(a)= 036

Déduire, de lintervalle auquel appartient a,

le signe de cos a. Cisvaiain 0.6[%;15].&\, Aout que
wr(a) et mg%u;{;. Pou. comequent,
@)= -0,6
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e ueAces-

Déterminer les réels t de Uintervalle | — m; 7| tels que:

cos(t) = ?
1
sin(t) = =3
cos(t) = —g
< sin(t) = sin (%)

Déterminer les réels t tels que:

() = cos—
COS = COS 8

| 1
cos(t) = 2
sin(t) = g
sin(t) = —1

Soit a un réel vérifiant cos a = et tel que a € [0; |. Déterminer sin a.
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F (] (] Y 4 e
7]
=
o
=
=T
La fonction est la fonction définie sur La fonction , est la fonction définie sur
R qui, a tout réel x, associe cos(x). R qui,  tout réel x, associe sin(x).

0.8
0.6
0.4
0.2

(1]

/2 n M2 m sn2 }Zn -3n/2 v n/2 3m/2 21 sm/2

. PERIODICITE

C’OS(I) = COS (x’ + 28T )

/N /N _/

-3n =2 - 0
sin () = sin (o + 28m) / \/ \/
N . N T tl2m
ou R enlien M.&m;ﬁ
On dit que les fonctions cosinus et sinus sont dl
périodiques de période 2. i !
Cela signifie qu'on retrouve le méme morceau de X / : \/" 3\/‘
courbe sur chaque intervalle de longueur 2. 2| 2n
Q ”
»  PARITE

Une fonction dont la courbe est
e symétrique par rapport a Uaxe des ordonnées est une fonction paire.
e symétrique par rapport a Uorigine du repére est une fonction impaire.

/
f

Lo -%w.awm, oSt @b pome La %M.Ct&m Ak est .Am.[\u.m.e_
ekteon o et on o :
cos(-3¢) = con(x) Ao (-2¢)=— A ()
. DERIVATION

La fonction sinus est dérivable sur R et, pour tout x € R, on a sin’(x) = cos(x).
La fonction cosinus est dérivable sur R et pour tout x € R, on a: cos’(x) = —sin(x).
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e ueAces-

Cocher la bonne case.

. f(x) = sin?(—x) est paire.

o

. f(x) = cos(3x) est périodique de période 3.

o

d f(x) = % est impaire.

Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a. £(x) = sin(x) + cos(x)
b. f(x) = 3cos(x) — 2sin(x)
c. f(x) = xsin(x)
d. f(x) = sin(2x)

e. f(x) =cos(3x +1)

f. f(x) = sin?(x)

cos

) sur ]0; +oo[

X

g.f(x) =

h. f(x) = cos(x?)

45

f(x) =sin (Zx + g) est périodique de période .

Vrai

Vrai

Vrai

Vrai

Faux

Faux

Faux

Faux
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Analyse

Primitives de fonctions

. DEFINITION

Soit f une fonction définie sur I. On appelle primitive de f sur I, tout fonction F définie et
dérivable sur I telle que: F' = f.
Autre formulation : F est solution de l'équation différentielle y' = f.

Exemple
La fonction F: x = x? est une primitive sur R de la fonction f:x - 2x.
On admet que toute fonction continue sur I admet des primitives sur I.

. PRIMITIVES USUELLES

% (¢ comtante) {7 (¢ comtante)
0L comstante @9e 0 (e, i = 5 (&
A2 - *
T fatre LU e
x
Ct,?' %—'I}* (e eac, %€
2, e
\ 'f\/ 4 Wkd“’ .
(we) e = U1 4 S+ C
A )
— Lnxvc Anac —OALHC

. THEOREME

Soit f une fonction continue sur I et F une primitive de f sur I, alors les primitives de f sur I sont
les fonctions de la forme x — F(x) + ¢ ou c est un réel quelconque.
Pourtousa € I et b € R, il existe une unique primitive F de f telle que F(a) = b.

Corollaire
Pour tous x, € I et y, € R, il existe une unique primitive F de f telle que F(xg) = yo.

Exemple
La fonction x — iest continue sur |0 + oo[;, alors elle admet des primitives sur ]0; +oo[ ; ce sont les

fonctions de la forme x - In(x) + ¢, ou ¢ est un réel quelconque et en particulier :
e x b In(x) est l'unique primitive de x — iqui s'annuleen 1;

e x —In(x) + 2 estl'unique primitive de x — % quivaut 2 en 1.
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ExveueAces-

Trouver les primitives des fonctions suivantes sur l'intervalle I considéré.

ashjeuy

a.f(x) =x>—3x+1surl =R

b. f(x) = —j—;suu =10; +oo[

¢ f(x) = %sur[ =]0; +oo[

Trouver la primitive F de f sur I telle que F(x,) = y,.

a. f(x) =x+x—12,1 =]0;+oo[etx, =1,y, =5.

b. f(x)=x2—2x—%,I=Retx0=1,y0=0.

c. f(x)= 3’;1, I =]0; 4o et xy = 3,y, = 2.
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Primitive : operations et composition

Analyse

. COMPOSITION

D'apres le théoreme de dérivation d'une fonction composée v o u est une primitive de (v' o u) x u'.
Le tableau suivant donne les cas usuels a connaitre. u et v désignent deux fonctions continues
surl et k un réel.

F
{7 (c ‘c:mmm) {7 (¢ comtarte)
, © W UJ('L) o .A_.
dEWE) AL T W0 ¢
oy W) e
() 200 + u(x)e e " +C
e w' s (up) —ws(um)re
w'() b luml+c .
u(w w' (e (ux)  Sw(w)c

. EXEMPLES

Soit u une fonction dérivable sur I.

u' A . . u’
Forme o Si u ne s'annule pas sur I, une primitive de ~, sur lestin|ul.

Exemple : soit f(x) = x§i1

On pose u(x) = x? + 1, donc u’(x) = 2x.
f= u: donc une primitive de f sur R est F(x) = In(x? + 1).

Forme u'e*. Une primitive de u'e" sur I est e*.
Exemple : soit f(x) = 3e3**1,
Onposeu(x) =3x + 1,doncu’(x) = 3.

f = u'e* donc une primitive de f sur R est F(x) = e3**1,

yntl

n
n+1

Forme u'u". Une primitive de u'u™ (avecn # —1) sur I est
Exemple : soit f(x) = 4x(2x? + 1)3.

On pose u(x) = 2x? + 1, donc u’(x) = 4x.

2 4
f =u'u® donc une primitive de f sur R est F(x) = @
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Exeueices
Exemple pas a pas

Trouver une primitive de f(x) = 6x2(2x3 + 5)* surI = R.

Etape 1 : repérer la fonction intérieure
On identifie la partie composée. Ici, l'expression 2x3 + 5 est élevée & la puissance 4.
On pose u(x) = 2x3 + 5.
Etape 2 : calculer v’ : v/ (x) = 6x2
Etape 3 : comparer [ & u'u"
On remarque que f(x) = u'(x) X (u(x))4
En effet, u'(x) X u(x)* = 6x2 x (2x3 + 5)* = f(x).
Donc f = u'u*, avecn = 4.
Etape 4 : appliquer la formule

L Ll untl | u(x)®
Une primitive de u'u™ est —T lcin+1=5. F(x) =——
Etape 5 : conclure
(2x3 +5)°

F(x) = z

Vérification
On dérive F pour retrouver f. F'(x) = % x5xu'(x) xu()* =u'(x) xu(x)* =6x?(2x3 + 5)*

On retrouve bien f(x).

Trouver les primitives des fonctions suivantes sur l'intervalle | considéré.
a. f(x) =2x(x?+1)3surl =R

c. f(x)= 4xe** sur] =R

d. f(x) =cos(x)sin?(x) sur/ =R

f(x) =30Bx—1e® D qur =R

®
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Analyse

Equations différentielles

. EQUATION y’ = ay

L'équation différentielle (Ey): y' = ay, qui peut aussi s'écrire y' — ay = 0, est appelée équation
différentielle linéaire homogéne du premier ordre a coefficients constants.

Exemple
Les équations différentielles y' = 5y et 2y’ + 9y = 0 sont des équations différentielles linéaires

\ . \ . . 9
homogenes du premier ordre a coefficients constants avec respectivement a = S5eta=— >

Les sutionr de Réquabion 1y'= ay Aewk les Jonctions dédinier
sun R por y0x)=Ce™) o C oftun reel

Pour tous réels x, et y,, (E;) a une unique solution y telle que y(x,) = y,.

Exemple

Les fonctions définies sur R par x = Ce?*, oli C est un réel, sont les
solutions de 'équation différentielle (Ey): y' = 2y.

L'allure des courbes représentatives de certaines solutions de (E,) est
donnée ci-contre.

Propriété \

Soient y; et y, des solutions de (E) et k un réel. Alors la somme y; + y, et le produit ky; sont
aussi solutions de (Ej).

. EQUATIONY =ay+baveca # 0

L'équation différentielle (E): y' = ay + b, qui peut aussi s'écrire y' — ay = b, est appelée équation
différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants avec second membre.

Propriété
Ler suiions de Requotion W =on+b Aent Qer donction deinues
il
AR oo ye)=Ce ™= 2

. EQUATIONy =ay + f aveca # 0

L'équation différentielle (E):y' = ay + f, qui s'écrit aussi y’' — ay = f, est également appelée équation
différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants avec second membre.

Seit ‘@ wne Audion poxficulidn de R'equadiien. |
Afows y 2t o Astutiion. de (E) ALek AQ).LQ&W\.QM’I—A'\,,'\&-\P est
aune sutsn. de Requotisn fomoqens andude
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Méthede

e i wethode

ashjeuy

L equotion
(E)
oo TAOUSEA. UML p\umhn&
T > d}\:m Jonction §.

'\a = O la, ; definies pan :
a+0 x Ce (ceR)

o Peun Foud %o e up Aulb,(EoB
ul ARudion tella

0. A Wwique

que '\6(%) = '\éo

\ Les sobutiows s, M{Dw‘ﬁm

= oy +b definivs pon :
"6 QO;Q— xe Ce - é (ceRr)

o\sdetE;{) MA\M;};W paKicubiie
0 ) AN Asﬁuim
= 0.-\6,'\‘ > 13 (E) Al 2 \oi M

at0 '\a—-\e ot e bidion do

L equatudu RowocaZu wa': ay
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Analyse

Integrale d’une fonction continue

LS

FONCTION POSITIVE

Définition

Seit :gxu\e_ Jonction cviinue el povdive. Aun \:“%
aun dntensolle [ajbl (a£b).

On Ouppe.eee, ke o de aabde i ‘P,CLU\E, TN _
debimutee qon La chLeP. Aepnw'toh\)e de_g. et Qk%"““f"
R'axe des abscimes enbre o et b. ’ |

b f‘r )~ 7
On PD. m’te_ J %(x)doc_ ° - D
(|

Remarque:

Lo, vonoble et rmuetie ', B nteral SCANNE Mol
J{L(t)c\t ﬁc )dy, f(e)d,e

. FONCTION NEGATIVE

Seit § une fonctivn covilinue. Aur un '
o a T
ntensalle [o;bl (a £b).

b
S ‘%eA‘t v\é%olwe_ A Loy bl, ol J-%(x)dy_
eitlloppere de Name débimitee pon Lo cowibe
reprérentiative de_% etR'axe des abscimes enbhe a et b,

Calcul d’aires

Si § et de Aigre queleonque - G
I o) doe = Ao (B) - Abe () + Aioe ()

v
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ExeheAce

Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse.

1. La courbe C ci-dessous est la représentation
graphique, dans un repere orthonormé, d'une

fonction f définie et dérivable sur | L ‘A'____,A.----"‘

lintervalle [—6; 6].

Onpose A = f_zzf (x)dx. Un encadrement de A est:

A0<A<1
B:l1<A<?2
C:3<A<4
D:4<A<5

2. La courbe (C) tracée ci-contre représente une fonction f dans le
plan muni d'un repére orthonormé.
Cette affirmation est-elle vraie ?

Proposition:2 < | 13 fo)dx <3

3. On donne ci-dessous la courbe représentative d'une
fonction f dans un repére du plan.

La valeur de folf (x)dx est:
A:e—2 B:2 c:: D:ln(l)
4 2

4. On considére la fonction f définie sur R dont la courbe
représentative Cy est tracée ci-dessous dans un repere

orthonormé.

A l'aide de la figure, justifier que la valeur de
lintégrale foz f (x)dx est comprise entre 2 et 4.

53

-
o
b

1%

0.5

-0.5 ./

ashjeuy



Analyse

Primitive et inteprale

THEOREME FONDAMENTAL

LS

Soit f une fonction continue sur |, alors pour tous a,b €1 :

S:ig(x)dx_ - F(b)-Fla)

oU F est une primitive quelconque de f sur .
b
Notofin  u quome F(bY-Fla) = | Fls)|

N

EXEMPLES

Colouter ‘Q));V\xécy\O.QQ, joac de. Seit $(x) = .
Une prinitie F i ot F(x)= X

z 9 o1 2 >
Ave du Duon rgle,— 2L = dua
oy
3 X
Calculer J—1ﬁ dx.

. s . X
Soit f définie sur R par f(x) = T
Par opérations de fonctions dérivables sur R, f est dérivable sur R, donc continue sur R. f admet

donc des primitives sur R.

Onaf = zu—ﬁ avecu(x) = x2 +9etu'(x) = 2x. Donc F = Vu.

Pour toutréel x, F(x) = vx2 + 9.

3
Ainsi,J_ J"_ dx = [VxZ + 9]i1 =32 +9—,/(-1)2 +9 = 3v2 — /10.

2
1x+9
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ExeheAce

Calculer les intégrales des fonctions sur les intervalles indiqués.

ashjeuy

a)l = [°(=5x +2)dx

b) I = [ (9% + 6x + 3)dx

c)l= J_: (_2;2_2) dx

d) = foz e* (5e* + 3)%dx
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Analyse

Proprietes de l'inteprale

V4

BORNES D'INTEGRATION
[Efode=0 et [EFeodx == [7 f(x) dx

y, 4

RELATION DE CHASLES

S%%m%mdx.m continue Aur La;b] <&

[femae - [goaes Booar

N VALEUR MOYENNE
Soit § aune fowctidn colinue sw La;bl, T
awee 0. 4 b. S&,Q{\{LQ.QQQ_W}C&W'MD%MC\Q% \ _—
Aun La;b] Lo AdeR i el que - ™ X //
N\ ;
e e [

X LINEARITE DE L'INTEGRALE

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a;b] et k unréel. On a:

b b b
[ qeoldx = [4@dx + J qladdac

J:?Lx g(x_) dy. = %vt[%('x)d.%

. POSITIVITE ET CROISSANCE
Selert £ ot q deuy Jonctions oodtinues sun [, b). St pouwr %eut € La;bl,
b
. £Cx)>/0 ] Q.PD’\A L'%(&) dx » 0 N

. %(1) > qlx), alou
J:%(x) dx > %OL) dax
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Exeeice
Pour chaque affirmation, dire si elle est vraie ou fausse.

a) Soit f une fonction continue sur [—5; 0]. Vrai

0 0
[ GO +ou=[ @+

b) La valeur moyenne de la fonction f définie sur [—5; 0] par f(x) = 2x est —25.

Vrai
<) f_nncos ()dt =0 Vrai
d) Pour toutes fonctions f et g continues sur [—5; 0], Vrai

0 0 0
| G+ gear=[ reax+ [ gwar
-5 -5 -5

e)Lafbncﬂonl’déﬁMesur[Oﬁ—aﬂ;parF(x)==L:etzdtchongedesensdevaﬁoﬂon
Vrai
f) Si F est une primitive de f sur [3; 7], alors f37f (t)dt = F(7) — F(3). Vrai

g) La valeur moyenne d'une fonction f continue sur [3; 7] est donnée par%f;f (x)dx.
Vrai

h) [0 6dt =19 Vrai

i) On sait que si une fonction f continue sur [5; 8] vérifie sur cetintervalle 1 < f(x) < 6.
On peut en déduire que 3 < f58f (x)dx < 18. Vrai

Faux

Faux

Faux

Faux

Faux

Faux

Faux

Faux

Faux

J) L'aire entre la courbe d'une fonction f et l'axe des abscisses sur [5; 8] est donnée par f58f (x)dx.

Vrai
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Analyse

Integration par parties

X

THEOREME
Seiend w et v deuwx donckions dériwadRes codlinues aw Lajbl,
alor o o
o o b
J w(x)xvlx) dax = [u(*x.) x\}[:c)]a - Ju(x_‘)x\y'ﬁx.) dx
O a
. METHODE

Lorsque le calcul d'une intégrale n'est pas possible directement avec une primitive, on peut
utiliser une intégration par parties.

Choisir judicieusement u’ et v en justifiant la dérivabilité et la continuité des fonctions.
Utiliser la formule d'intégration par parties.
Calculer les intégrales pour conclure.

. EXEMPLE

T DSCANNE MOI -

Coleuler T-= joscsin.('ﬂ dae

4. O dé%'u\.i.t e x Au() = wlx) x ')
W)= x et wl)= —enly) , W)=4

Wel v sont definien s [O;m] et Rewn dénvees ot coitinues Aun (O] .

T T T T
2. J'x.six\.('&) dx = Lu(x_)y ol(x) dy. = [w(&)v(x)}o = Lu‘(x}w(x)dx
° T T T
T- [xsintddx = [ ] - [Ax (o) da
T
= —Ttx(=A)- O % Lcmac A

=T+ Ly = T+ 0o - sinio) (BN
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ExeheAce

Calculer les intégrales sur les intervalles en utilisant Uintégration par parties.

ashjeuy

1) Calculer I = fol( 3x — 1)e *dx
u'(x) = v(x) =

u(x) = v'(x) =

2) Calculer I = f0”/4( 3x + 2)cos(—2x)dx
u'(x) = v(x) =

u(x) = v'(x) =

3) Calculer I = [(—4x + 3)In(x)dx
u'(x) = v(x) =

u(x) = v'(x) =

1

4) & Calculer I = JO (5xi3)3 X
u'(x) = v(x) =
u(x) = v'(x) =
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Notes personnelles
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ptrie

eome

\Uecteurs dans I'espace

N\ DEFINITION

We vecteun de Pespace est un ebt definipon: B Le. vecternn AB o pour
. une. cdieclion dowus Lespace AB cdinedtion. fa. doite (AB),
o U AR poun femy Kvew B ek

o oLl une wome , qui eit_une Qm\.%um A pournoume. Lo distonce AD .

V4

L= |

N VECTEURS COLINEAIRES

Soiend U el ¢ deuy veckens de Nespace . U et B aonk cofinfoines Rouqu' il
exie s nomdre Adel )\ wmow wuR teb que :
W=V sw =)W

Usclest-a-dine. quifs ent Qoo wdme. dinedion
Propriété
Seit A, Bet C fRon pouds distinds de Yespace . v “
Lesqouds A® el C asnd O.B.qv\ En AL, e reufement AL, dex
veck e ITE{ et Al sout coliniones. 3 ©

A

N VECTEURS COPLANAIRES
B omidere quobre pouds de Yespace
O ARl C ton dé%i.n,it TR0 veckRIA

0,7 e B pon & o
§ Ow dit que T,T & W Aot coplannines

~——+ Aeuque lespwoinits OB L C
oppautiennent o un meme o .

El<lel
RIZIA

n

Propriété

Selenl W,V £ W Job vedeuns de N'expace Telsque U oL 8w
Aol pos cRinzomnes.

Ler veckern W, T et W vk olomabies A, ek seulement A, 3
iR exite. deuy womines Aels Aot i telsque W= AU W K

el

Bu dit quo W et uwe
edmbinauow dnsaire de_
T ot?,

62




ExveeAces-

1. Calculer les coordonnées d’un point défini par une combinaison de vecteurs.

31303

Dans l'espace muni d'un repere orthonormé, on considere les points A(4; 3; —3), B(8; 0; —2)
et C(6; 4; —6). Déterminer les coordonnées du point M tel que AM = 24B + 3AC

2. Prouver que 3 points de espace sont ou non alignés.

Dans l'espace, muni d'un repéere orthonormé, on considere trois points: A(3; — 3 — 1), B(6; 6; —16)
et C(5;3;—11). Les points A, B et C sontils alignés ? Justifier ta réponse.

3. Déterminer si des points sont ou non coplanaires.

On donne, dans un repere orthonormé de l'espace (0; u k). les coordonnées des points suivants.

A(1;2;3), B(3;4;-2), C(3;— 6 —1), D(—:5;617).
Déterminer si les points 4, B, C et D sont ou non coplanaires.
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Droites de I'espace

N\ DEFINITION
On peut définir une droite de l'espace:

— Aot por dewy pots dislinets en
Iacont Lumique dusie qui aelie
ce» deny ponds ;

eometrie

V4

L= |

- Aot pan uw ot ot _un veckeun
now vl em. facont Rusique. duoite
famont pou e puit oot 2o meme
dueclim que Re vecteru.

£l

N VECTEUR DIRECTEUR

Seit Aun point de Despace ok, © U ot Lun wecteun directeun de
W um veckean wow vl . Lo dioite .

L'omemble des yoints Mde Nexpate rid

teBque A= AU owe AER,

ext aune dusite. 3

N POSITION RELATIVE DE DEUX DROITES

COPLANAIRES NON COPLANARES
daoites proRleles  dnoles confonduay  Adcoudes X
= > N\
N EXEMPLE
L ¢
. ] « (AR) et (EF) sonk 4orollefer (done copRamaires)
o (EF) ot (EH) 2wk sccomtesen € (dowe copamaires)
7 ¢ o (EF) of (C&) towk now Oplamcues .
- 3
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ExveeAces-

1. Positions relatives de droites

(=g
mn-
(=)
3
[1=N
-t
=.
(g=]

On considére le cube suivant. On justifiera toutes les réponses a
'aide de bases de vecteurs bien choisies.
Quelles sont les positions relatives :

a.des droites (HF) et (DF) ?
b. des droites (EC) et (AG) ?

c.des droites (EC) et (FB) ?

d. des droites (EG) et (AC) ?

2. Etude de droites dans un cube

On considere un cube ABCDEFGH. On note M le milieu du segment [EH], N celuide [FC] et P le
. ey 12
point tel que HP = ZHG'

1. Justifier que les droites (MP) et (FG) sont sécantes en un
point L. Construire le point L.

2. On admet que les droites (LN) et (CG) sont sécantes et on
note T leur point d'intersection. " d g
On admet que les droites (LN) et (BF) sont sécantes et on "
note Q leur point d'intersection.

a. Construire les points T et Q en laissant apparents les
traits de construction.

b. Construire l'intersection des plans (MNP) et (ABF).

3. En déduire une construction de la section du cube par le
plan (MNP).
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trie

Plans de l'espace [g

QJ
E
R
u ya
N\ DEFINITION
g\’\»PE»UidE{JJ\J\N’ Y .U.M.PQ-C\'LC\E..Q.‘QAF&CQ %
— Aslt pon Aol pounds now aligméa = =
— ADit fOx A poink €U deuy vecterus Z,%
E. Qo O ) A

Lol dection duc Mas. et déteuminge pan Rer dews vecten wom CRinsauines.

N CARACTERISATION
Seit A.un point de Despace of U of ¥ deuy vertern non coRinéaies.
Uewiendle des points M tels que. AM = AR + u¥ , Aok Adefs
2% sum plon de N'espace.

N POSITION RELATIVE DE DEUX PLANS

PLANS SECANTS PLANS PARAUELES
L ankevecion est une daoite.. Shickements R E S
ponallelen
il i

N POSITION RELATIVE D’UNE DROITE ET D’UN PLAN

SECANTS PARAULELES
AdcondAs  en uw PIvtivy Ackement condemun D uma
“Aonolleen dams Loutre
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o LV Aenk
cduwwmw

A, B et Caonk

W,0 LW powk

coplanaines

Méthede

Comment montrer que...

—
—

—

A existe e Agel, N mon vl

AB ot AC Aovk celinsoines

Poun T ek T o eRinaoines , nowwads,

AR exante. dewt Adels Xex})v
3 que. W = AT+ P
B 25 combinaion Unione do T &3

L.¥=0
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trie

Représentation paramétrique
d’une droite

epme

V4

L= |

N PROPRIETE

Seit A(m,\;la,\;z),\) appontenoud & e ()
dwoite A de vectern directern ﬁ.(%).
< >
M(xjy;3) oppostient & A i, e Erava Ay "
el i, Rexiste LER tel qua %S Y tbL
"6 = BA-‘-Ot
N DEFINITION
Le&w.x\’c&u d‘équo;n'm ower t decuvont R est Lune X = Xa+at
représerdtotion. paraméiique de Lo daoite A, Ve D

7 - ;l)A-Lc,t

Remarque : il existe une infinité de représentations paramétriques d'une droite.

N METHODE : DONNER LA REPRESENTATION PARAMETRIQUE

On se place dans un repeére (0 15T E). Donner une représentation paramétrique de la droite
(AB) ou A(1;-3;1) et B(—1; 1; 4).

Méthode

Etape 1 : déterminer un vecteur directeur

A partir des deux points connus A(x4; v z4) et B(xg; ygi z), on calcule les coordonnées du
Xp — Xa

vecteur AB : AB (}’B - }’A)
Zp — Z4

Etape 2 : choisir un point de la droite

On prend l'un des deux points connus comme point de référence de la droite.

Etape 3 : écrire la représentation paramétrique

a X =x4 +ta
En notant AB (b) une représentation paramétrique de la droite (AB) est: {y =y, +thteR
c Z=2z4+tc

Corrigé

le vecteur AR est un wectoun directeun de (AB). Bn déteumine —&(-4-4 > Xé (-

ofow s coondonnées puis o appique Ro.ddfinition du. o, /'-‘&-51—5)
&:-2t+ x;\ :—’-t"'A
Y = Ht+ ya sdterR A% Y= W-3 outeR
7= B+, 7= 3t+a
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ExveeAces-

1. Déterminer une représentation paramétrique d’une droite.

31303

Dans un repére orthonormé (0: [ k), on donne le point F et le vecteur v de coordonnées

2
respectives:F(—;2;4 — 6) et v <—5>. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (d),

-3
passant par le point F et ayant comme vecteur directeur v.

2. Déterminer si un point appartient a une droite de Uespace.

Déterminer si le point M(20; 8; —29) appartient a la droite (A) dont on donne la représentation
paramétrique ci-dessous :

x=8-3t
(A)jy=-1-2t (teR)
z=-5+6t
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trie

Equation cartésienne d’un plan

L'équation cartésienne d’'un plan est une équation qui donne les coordonnées de tout point du plan.
On se place dans l'espace muni d'un repere orthonormé.

epme

V4

L=

N\ EQUATION DU PLAN

(&

ax + b‘&* c3 + d=90.

N METHODE : Déterminer équation d’un plan
2

Exemple 1. On considére le plan de vecteur normal 71 (—1) passant par le point A(1; 2; —1).
3

Déterminer une équation cartésienne de ce plan.

2
Etape 1 : le vecteur normal est déja donné : 7 (—1)

3
Etape 2: écrire l'équation a l'aide du vecteur normal

Une équation du plan est de laforme:2x —y+3z+d =0

Etape 3 : déterminer la constante d
Le point A(1; 2; —1) appartient au plan, donc:
2X1—-243%x(-1)+d=0
2—-2—-34d=0
-3+d=0
d=3 -
On en déduit une équation cartésiennedu plan:2x —y+3z+3 =0

Exemple 2. On considere les points A(1; 0; 0), B(0; 1; 0) et €(0; 0; 1). Déterminer une équation
cartésienne du plan (ABC).
Etape 1: déterminer un vecteur normal au plan. On calcule deux vecteurs directeurs du plan :

_/0=1\ -1\ _ /0-1\ /-1
AB<1—0>=<1> AC<0—0>=<0>
0-0 0 1-0 1
a
Onchercher‘i(b)telquer‘i-ﬁ=Oetr_i-A_C)=0:—a+b=0:>b=aet—a+c=0:>c=a
c

1
En choisissant a = 1, on obtient 7 (1)
1
Etape 2 : écrire 'équation a l'aide du vecteur normal.

Une équation du plan estde laforme:x +y+z+d =0

Etape 3 : déterminer la constante d
Le point A(1; 0; 0) appartient au plan,donc:14+ 0+ 0+d = 0,soitd = —1

On en déduit une équation cartésienne du plan (ABC) :x+y+z—-1=0
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ExxeheAce

1) On considére le plan P de vecteur normal 7 (—2) passant par le point A(2; —; 14).
1

Déterminer une équation cartésienne du plan P.

1

2) On considere le plan P contenant la droite D de vecteur directeur ﬁ( 2 ) passant par le
-1

point M(1; 0; 2), et contenant également le point N(3; 1; 0) n'appartenant pas a D.
Déterminer une équation cartésienne du plan P.

3) On considere les points A(2; 0; 0), B(0; 3; 0) et C(0; 0; 4), non alignés.
Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC)
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Produit scalaire

N C’EST QUOI, LE PRODUIT SCALAIRE ?

eometrie

V4

L= |

v
Seit W et O dwwe.cie.uude_ &‘u{mz. va..de%.vu.t Leun
produit scolaine o : = NN IB N cos(W 5w (R =
N\ PROPRIETES
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N ORTHOGONALITE

Deut vectenn won wuls sord eihoconans Al el seulement, A Rewn produit
scolaie et k- Ul ol F sonk otfiogonouy & WF= 0

A\ DANS UN REPERE ORTHONORME
Expression du produit scalaire

Seit @ & U deur vectens tebs que _\l(m) o Ty'(%') dous un Aepre othonoume -

\t 1
On o 2 3
W.T = xx'+ yy'+ 3y oA v o ‘QlJ'i
N DISTANCE ENTRE DEUX POINTS
Do e repeie. otfonomé de T
'espace (0-,?.,3',7?2.) » poun s Ye b
ACni yar ) et B (2a;Usi%5),
ST ™ » A
AB =\ (xp-xa)+ Cye-yo) + (3-3a )" Yo o X ’
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E/xeueAces
1. Calculer le produit scalaire des vecteurs suivants.
Dans un repére orthonormé de |'espace (0: v E), on donne deux vecteurs :

7 5
a)z‘i( 7 )etﬁ(—l). Alorsi - v =
-8 7

—-10 10
b)z‘i( 1 )etﬁ<—6>.Alorsﬁ-f7’=
—6 -5

2 2
c)ﬁ( 7)etf5< 2 ) Alorsu - v =
-8 -5

2. Déterminer un vecteur orthogonal a deux autres vecteurs.

L'espace est muni d'un repére orthonormé (0; T J; E). Déterminer les réels a et b, tels
a

4 -5
que ?l( b ) soit un vecteur normal au plan engendré par les vecteurs U <—4> et 13( 1 )

=5 2

—16
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trie

Orthoponalite

V4

eome

V4

L= |

N ORTHOGONALITE DE DEUX DROITES

Deux daoites de Lespace ront difer eifiogonales dovsque /
Leronn pr\ooo.o‘li.ous Aun um pRou sovdt deuy
danites perpendiculaines . Bw porke d'sitfiogonales /
dows Respace, e de perpendiculobes fouque R4 daoites
Ak en puy coponames.

Ow dit qu'une danite eil odfiogonale a uw Ron de Respace A
el ot ohogonale d toule droite du pon.

N PROJETE ORTHOGONAL

Sur une droite

Le projeté orthogonal sur une droite d est le point H tel
que (MH) et d soient perpendiculaires.

Sur un plan

Le pwojete odfioqono? dun peink M Aun un Ran P est
Repoink H teR que (MH) et ¥ ssient sdRogonaux, tu
entne que MY Ak noumol & P ? A

N DISTANCE

N

Lo. distouce i point M & e o 9 est Ra. distomce. MH, &d
Hest 2 popete odogonal de M Aun &

A(M,P) = MH "‘

—— Z

Propriété

Seiext § Lo Ran d'équolion caddienne 0X+byr3rd=0 ok A

A('IA}%A]B\)JU\.M- & o wte. T s veckeun woumal de & =
et M(x-,\a;'é)mpeix\xc\e_@,oﬁum: / i

AlA P) = A w) _ laxye oy regard |

R \‘o?»fb"u,"
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Méthede

Dans un repére orthonormé de l'espace, on considére le point A de coordonnées A(5; 3; —2) et le
plan P d'équation cartésienne : 4x + 2y — z + 8 = 0. Déterminer la valeur approchée, arrondie au

centiéme, de la distance du point A au plan P.

1.Vérification que A n'appartient pas au plan P :
On remplace les coordonnées du point A dans 'équation du plan et on calcule
4x54+2x%x3—-1x(—2)+8=236 % 0.Donc le point A n'appartient pas au plan P.

2.Vecteur normal au plan:
4

A partir de l'équation cartésienne du plan P, on en déduit que le vecteur ﬁ( 2 ) est un vecteur normal du plan P.
-1

3.Représentation paramétrique de la droite orthogonale au plan P passant par le point A :

On cherche une représentation paramétrique de la droite (d), orthogonale au plan P et passant par le

point A(5; 3; —2).

4 x=54+4t
Elle possede comme vecteur directeur le vecteur ﬁ( 2 ) On obtient alors: (d): {y =342t (tER)
-1 z=-2—-t

4.Coordonnées du point H intersection entre la droite (d) et le plan P :
La droite (d) étant orthogonale au plan P, on sait qu'ils admettent un unique point commun H. Le

point H(x, v, zy) appartient au plan P et a la droite (d) si et seulement s'il existe des réels (xy’ vy zy' t) tels que:

En remplagant x, v, et z, dans la quatrieme équation, on obtient :
4(5+4t)+2B+2t)—(-2—-t)+8=0
& (16+4+1Dt+36=0
12

St=——
7
En remplacant ¢ par — = dans la représentation paramétrique de la droite (d), on obtient:
ptag p 3
Csrax(-2)  [r=B
= 21 =T
C3rax(-2) =y, 2
Yu = 1 Yu = 7
o o_1x ( 36) 2
= 21 m=Ty

5.Calculer la distance AH :
Pour calculer la distance entre les points A et H, on calcule la norme du vecteur 4H :

AH =Il AH |= VG = x)? + g — ya)? + (2 — 20)%

13 48
—7° -
— —— 2 2 2.
OnaAH| —2-3 |doncAdH | -2 .Onendéduitque:AH:\/(—ﬁ) +(—ﬁ) +(1—2) ~ 7,86
7 7 7 7 7
249 12
7- 7

La valeur approchée au centiéme de la distance entre le point A et le plan P est donc AH = 7,86.
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S

Soient X et Y deux ensembles . Le produit cartésien de X et Y est ’ensemble des couples (x;y)
avecx € X ety € Y.On le note

Exemple: X = {2;4;6} etY = {a;b}. X XY = {(2; @); (2; b); (4; @); (4; b)(6; a); (6; b)}

Propriété (principe multiplicatif)
S X comple n elemed el Y compte p Sldmend, R poduit canéaien
XyY  compte

N

le pwduit caxtéren Ay x Ay x .. x Ag el Rewemble den f-distes s
f-ugels (04,5706 ) awe G EA, 0, ENy ., 0 €N,

Si M ompe n, dédmendn , Ay comple N, déments, ..., Mg compe g
dlémendn, Lo nombre de %-Rster (ou B-uplela) dun AR cadéyen
/‘\41 P\zx...xP\ﬁ_ () é%o‘Q a Nax Ny x .oxNg |

SiE A F aevk deuy eemiles disyolnin
(EQF= D) comptond resedivement

n el p démendr | un reunion EUTF eit
ewvemble @ wrp Elémenn.

S

Définition : Soit E un ensemble fini a n éléments (n = 1). Une partie de E est un sous-ensemble
non ordonné de E.

Propriété : Le nombre de partie de E est égal &

Exemple

E-{a,b; ey Omyke 2 it 8 paskles .

o 3 poliesr d 4 clement ¢ {of; {bv}; {c} o.Ppe_Qéb Ain%?.e:tou. )
> puier @ 2 €lémeds - {0ibY; fa;el; (el quine Aont pasordduas.

. iPQ)\tJ:E. & ddlémentr - io.-,b;c}
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a) X ={1;2;3}etY = {a; b}. Combien d'éléments compte X X Y ?
05 06 08 09

b) Un menu propose 4 entrées, 3 plats et 2 desserts.
Combien de menus différents (une entrée, un plat, un dessert) peut on former ?
09 012 18 O 24

c) A; compte 5 éléments, A, compte 2 éléments, A; compte 6 éléments.
Combien de triplets contient A; X A, X A3 ?
013 O30 O 60 O 36

d) E et F sont deux ensembles disjoints. E compte 8 éléments, F compte 5 éléments. Combien
d'éléments compte EUF ?
03 13 40 [ cela dépend

e) Pourquoi laformule | E U F |=| E | +| F | n'est vraie que si E et F sont disjoints ?
O Cette formule n'est jamais vraie

O Sinon les éléments communs seraient comptés deux fois

O L'union n'existe que pour des ensembles disjoints

O E et F doivent avoir le méme nombre d'éléments

f) E est un ensemble a 4 éléments. Combien de parties possede E ?
04 08 016 O 24

g) E = {a; b; c; d}. Combien de singletons (parties a 1 élément) E possede til ?
01 04 06 016

h) Une partie d'un ensemble E est

[0 un couple ordonné d'éléments de E
O un sous ensemble non ordonné de E
[ un élément de E répété plusieurs fois
O toujours l'ensemble E lui méme
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Q\.
Pour tout n € N, on appelle factorielle n, et on note n! le nombre:

Exemple 31=1%x2%x3=6; 5!=1Xx2%x3X4x5=3IXx4x5=120

Q\.

Sot E un ensendle %wu. nom vide A n éments , et o i enier noliunel R <n .
Un omrongement de f élémentsr de E est um fo- wf&et d'elements Aistincts de E.

Remauque. : Wi amomgement de E peut Bhre indioyuété. comme
s lroge owee sndie e aons Aemire .

Exemple: E = {1; 2;3; 4} alors (1; 3; 4) et (1; 4; 3) sont deux arrangements de 3 éléments de E.
Propriété

e nombre des %-uplefs d'élémertr diBinds dlun ewrendle d@ w lmenir

exst éxac& o
Exemple : E = {a; b; c} compte 6 listes ordonnées de 2 éléments: (a; b), (b; a), (a; ¢), (c; a), (b; c), (¢; b).
n=3etk=2Ilya bieni—i = 6 2-uplets d'éléments distincts.
Q‘.
Seit E wn enemble %tmmmde, & n Rowmentn.

Ume permutolion. de E efl s n-uplek d'eRémends distincts de E. UJ\LM " Pf't\j;“f-

Exemple:
E = {a; b; c}, les permutations de E sont: (1;2; 3),(1;3; 2),(2;1;3),(2;3;1); (3;1; 2),(3; 2; 1).

Propriété

. \ /K//ﬁ
Le nomine de peamufodion dlun emrem e

Yini & . Lémexr est dgal | dh bk B B
a M eem estegal @ - M. o e

“4 b b W \Zﬁ %

ExempRe. E:{o,;b;c;ot;e.l( cC;, i i }i i

e e e e e
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Rangement d’objets

Edmond classe ses 10 cahiers et souhaite les ranger sur la méme étagere. Quel est le nombre de
rangements possibles ?

Code secret

Un code secret est composé de 3 chiffres (qui peuvent étre identiques) suivis de 5 lettres distinctes a
choisir parmi A, B, C, D, E, F, G, H. Combien de codes secrets différents peut on former ?

Arrangement et permutation

Un club de 12 membres doit élire un bureau composé d'un président, d'un secrétaire et d'un trésorier.
Ces trois postes sont distincts et une méme personne ne peut occuper qu'un seul poste.
a. Combien de bureaux différents peut on former ?

Apres l'élection, les 12 membres se rangent en ligne pour une photo de groupe.
b. Combien de dispositions différentes sont possibles pour cette photo ?
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Q\.

Seit E _un ememble Hind & n Rémerds (w34). Une poslie mon-srdomnée. &
% cléments diustiney de E est sume combinoien de E.
Propriété

St & eit . exfier compis exbre O et m, o nomine de combinauems a R dléments

(‘W) - ! _ nx(nA)x.. x (n-faxa)
o B! (n-R)! % x R-A) x ... x Lx 1
e it « B pomin »
Exemple
E = {a; b; c} compte (3) = 2'37'1, = 3 combinaisons & 2 éléments : {a; b}, {a; c}, {b; ¢}
Q.

O appelle. coobficiont bissmiot S nombe (1 ). Ou. o poun touk 028 ¢n.

W) o n (A (n-Rrn) n'
o &) 2 (w8

Propriété
Rur dout €N ek poun Touk EN aee O£ % 4w, on o

E Gt G () () ()

LS
RePotion. de. Pascal Txio.x\%?z_ de Pancol
Rur Jouk W€ N el pour Tout €N 2| o A 2| 3 | s
aee O£ R dw,oma: e
(>} A
(‘v\,\’ . (w—A) + (n—A) A A A
f 2 A 2 1 2 A
2 A 3 2 A
4 4 U Sl Y| A
S A T O | v s A
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Tirage dans un jeu de cartes
On tire ensemble 5 cartes d'un jeu de 32 cartes.
1. Combien de tirages peut on obtenir ?

2. Combien de tirages comportant 5 carreaux ?

3. Combien de tirages comportant 2 coeurs et 3 piques ?

Simplifier au maximum les expressions suivantes.

A= 3 +4—

T 5Ix3 71

n!

N
c—2+ 2 + 2T T
Tl m+2)! (n+1)!
a4 12!

10120

6 x 8!
= 6!

Tirage dans une urne

On extrait 2 boules d'une urne contenant huit boules blanches et sept boules noires.
1. Combieny atild'issues possibles ?

2. Combien y a til de fagons d'extraire 2 boules noires ?

3. Combien y a til de fagons d'extraire 2 boules blanches ?
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Cviuvx.e HSuwn Ley
On appelle probabilité conditionnelle de B sachant A, la pxoba)ziﬁtés JimpRes,

probabilité que 'événement B se réalise sachant que o O -
l'événement A est réalisé. On la note: . 0< p(B) €4

Propriété

P(B):M ouw ewene.  P(ANR) = <P ()

B ANB

Ainsi, en pondérant la branche reliant A a B par la o A <_
23

probabilité de B sachant A, on trouve la
probabilité de A N B en multipliant les B

probabilité le long des branches. _ <
A
B

Regle des noeuds : La somme des probabilités
rencontrées sur les branches partant d'un méme
événement est égale a 1.
P
a() 4By 4

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.
Soit A l'événement : « Le résultat est un pique » et B 'événement : « Le résultat est un roi ». Calculer
P4(B), la probabilité que le résultat soit un roi sachant qu'on a tiré un pique.

Réponse:
P(A) = % :i et P(ANB) = % (tirer un roi de pique).

Donc la probabilité que le résultat soit un roi sachant qu'on a tiré un pique est:

_P@anB) 1 .1_4 _1@)
PA(B) = P(A) _32'4_32_8.
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Choisir la bonne réponse.

Anglais (E) Allemand (D) Total
On interroge 40 éleves sur la langue Gargons (G) 10 14 24
vivante qu'ils étudient. On obtient le Filles (F) 6 10 16
tableau suivant. On choisit un éleve au Total 16 24 40
hasard parmi ces 40 éleves.
10 10 10 16
6 10 10 10
6 16 6 24
10 24 10 16
On considére Uarbre pondéré. Répondre aux questions.
0t 8
a. Donner les probabilités qu’'on peut y lire. i :
O B
b. Compléter larbre. B
c. Calculer les probabilités p(A N B) et p(A N B). X <
04 B

Calculer les probabilités suivates.
Noah boit un smoothie trois fois sur cing, sinon il boit un soda. Quand il boit un smoothie, il utilise
une paille 50 % du temps. Quand il boit un soda, il utilise une paille 20 % du temps.
On note : S: « Il boit un smoothie » et P: « Il utilise une paille ».
1. Donner les probabilités correspondant a ['énoncé.
P(S) = P(S) = Ps(P) = Ps(T) =
2.P(SNP) =

3.Ps(P) =
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La probabilité de B s'obtient en ajoutant les
probabilités des branches qui aboutissent a B.

P& = plr08) + p(r0B)

Autrement dit : = p(1) x p(8) + p(i)x p.(B)

B

A<_E_> p® = p(108) + p(7NB)

B

Soient Ay, A,, ..., A, une partition de Uunivers et B un événement, alors la probabilité de B est
donnée par:

p(B) =p(BNA)+p(BNA)++p(BNAy,)
= p(A41) Xpa,(B) + p(Ay) Xpa,(B) + .. + p(An) X pa,(B)

)
A,
B
A,y
/
A B
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Vrai ou faux ?

a. p(ANnB)=p(4) +pB) Vrai
b. p(AnB)=p(A) xXp(B) Vrai
c. p(B) =pa(B)+pa(B) Vrai
d p(AUB)=p(A)+p(B) Vrai

Compléter arbre pondéré.

Compléter l'arbre pondéré.

o

b. Calculer la probabilité P(B).

c. Endéduire la probabilité de A sachant B.
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SCANNE Mol

g\
O gppe_QQe, Lime. S
expenence qQuL ne pomede que 2 muen - P
. SWcels | de wbbo.b&uba P
. cchec , de pubabiRite A-p A-p g

Exemple
On tire une carte dans un jeu de 52 cartes. Pour chacune des expériences suivantes, indiquer
s'il s'agit d'une épreuve de Bernoulli:

1. On regarde la couleur de la carte (pique, coeur, carreau, trefle) NON
2. On vérifie que la carte est un pique. 0uI
3. Onregarde si la carte n'est pas un pique. 0UI
4. On regarde la valeur de la carte (as, 2, 3, etc) NON
Q";
Ouw appelle &t de Bewnsull de paromehre p, On peut Aeprssenter
wne Aol de pobabilite Auivant Lo siéma. : cette &L pan Re takReour -
~ o XL 0 1
— Aucces de pwbololbite
i > P(x=ott) | A-p P

— 2chec de pwbokiite /-p
owmec OLKp<K4

Propriété
Zoit X une vaniakle aléotsire qui st une &5 de Beneulli de paramabe p.

'esperance de. X est: Lo vanomce de X eib - L'écoit’hs.&eﬁt :

EC 5; VCX) = pC4-p) s()= \ p(A-p)
B0 = Bre N0 -E pwesf 603 (W00
Q.

La. aépdtition. de n epreuer de Benoulll _
Adestiques ef indépendantes de méme ,‘5
paramshe p comlitue an Achéma <

de Beuoulls. <
e de p\obabL&te, / < E
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1. Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui possede::
a. exactement 3 issues b. exactement 2 issues
c. un nombre quelconque d'issues d. une seule issue

2. Dans une épreuve de Bernoulli de parametre p, quelle est la probabilité de l'échec ?
a.p b.1-p c.p? di1+p

3. On tire une carte dans un jeu de 52 cartes. On considere l'expérience « la carte est un coeur ». S'agit il
d'une épreuve de Bernoulli ?
a. On ne peut pas savoir b. Non c. Cela dépend de la carte tirée d. Oui

4. Si X suit une loi de Bernoulli de parametre p, que vaut P(X = 1) ?
a.p b.1—p c.0 d1

5. L'espérance d'une loi de Bernoulli de parametre p est égale a:

a.p b.1—p c.p(1—-p) d.v/p(1—-p)

6. La variance d'une loi de Bernoulli de parameétre p est égale a:
al-p b.p cp(l-p)  d.p?

7. L'écart type d'une loi de Bernoulli de parameétre p est égal a:

ap(l—-p) biyp(d-p) cp d. \/E

8. Dans une loi de Bernoulli de paramétre p, quelle condition doit vérifier p ?
0.0<p<1l bp>1 cp<o0 dp=1

9. Un schéma de Bernoulli est constitué de:

a. la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, de méme parametre p
b. la répétition de n épreuves de Bernoulli différentes

c. une seule épreuve de Bernoulli répétée deux fois

d. n épreuves de Bernoulli dépendantes les unes des autres

10. Dans l'arbre de probabilité d'un schéma de Bernoulli a n répétitions, a chaque nceud,

combien de branches partent ?
al b.2 c.3 d.n
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S

Si X et da vosiable aleatiie qui compte 2o nome
de Auceds de e acRema. de Beweulll ,en dit que D (n; p)
X At e Pt binomsalfe , de po.xoméb\e, w ek p -

Propriété : On se place dans un schéma de Bernoulli de paramétres n et p.

Seit X Lo varniable aRéateire qui ompte Re nomive de succerde ce achéma de
Bernoufll BCn;p) . Poun dout e N owec D€ & € | 2o 4l de proboboiRite de X vaust -

<Y\,> = '
3 B\ (w1

PO-&) - ()5 u-Pi"&v

Exemple

Une urne contient 3 boules noires, 2 boules vertes, et 3 boules blanches. On extrait au hasard
successivement et avec remise 5 boules de cette urne et on note la couleur.

Quelle est la probabilité d'obtenir exactement 3 boules noires ?

Corrigé :

\ . . 3
Succes : tirer une boule noire.p = 3

On répete 5 fois la méme épreuve de Bernoulli de facon indépendante.

Ceci constitue un schéma de Bernoulli.n =5
Soit X le nombre de boules noires obtenues. X suit la loi B (5; g)

On calcule
Pt =3 = (° 331 35‘3_5><4><3x33x52_40500_3375 0206
B _<3)<8>( 8) T 3x2x1 (8) (8) 196608 16384

soit environ 0,206 & 1073 prés

Q@

Seit X une varialote aléaksie qui Awt ume 2ot binomiole. B(w;p).
Con @;pelxom_e_ vouud So.varionce voukt ok dowe aow cat-tune
ECX) = np NOO = npU-p) s(X)=V np (1-p)
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Choisir la bonne réponse.
1

On considere la variable aléatoire X suivant la loi binomiale B(3; p). On sait que P(X = 0) = o

On peut affirmer que::
124

A.p=§ B.p=é CP(X=1)=—= D.P(X=1)=§

Choisir la bonne réponse

On effectue n lancers d'une piece de monnaie équilibrée. Le résultat d'un lancer est « pile » ou «
face ». On considere la liste ordonnée des n résultats. Quelle est la probabilité d'obtenir au plus
deux fois « pile » dans cette liste ?

Al+n+20D gD, (1) ¢zt D.(1+n+220) x (2)°

Choisir la bonne réponse

Une chaine de fabrication produit des pieces mécaniques. On estime que 8 % des piéces produites par
cette chaine sont défectueuses. On choisit au hasard 65 pieces produites par la chaine de fabrication.
Le nombre de piéces produites est suffisamment grand pour que ce choix puisse étre assimilé a un
tirage avec remise.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de pieces défectueuses tirées.

La probabilité p(6 < X < 13) est égale a:

ApX<13)-p(X<6) B.p(X <13)—p(X >6)

CpX<13)—p(X >6) D.p(X <13) —p(X > 6)
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Une e)stm%o«cﬂm.qui.&

choque _usue Ei de Lunivews O omecie un adef xi.

Q\.

Seit ume vanioble q?éa‘.tb'me_)(.pmo.va e» valewnn
m‘,&;l...;xc\.- LQ. d-e.X at le’\ée,
Jon deutes Lex pooabilités .
R Ler « 2% sont Aoutes

Lervalewns puses par X

N>

Setexl X ot Y deux voriables aleataien .
X+Y eit aumt e vanialRe aleadpire. | dort fa. ol de prooabilite. voud -

POx+Y-8) = 3 P((x0)n (=)
(e

Cas d’indépendance

Do 22 cas s e vonioble aldatones X et ¥ sont sndependortes, X Joi do
P’\mthe.Cté U-O.LLt :

P(XeY=R) = 2 Px=t)x P(N=))
L*&:P&.
Qx.
Esperomce Vouionce.
Sotent Xeb Y deux vaniabes abinteires. SolRE) b | e SatbENd T
O a ta tindanite de R'esprance Andépendantes. Bn 0. pow. Lo voxianse. -
iEcxw) - EOO) + EW) VOXAY) = NOX) + VOY)
owee LE€R
E(aX+b) = aEOY+ b "4 en N(aX+b) = arV(X)
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Interrogation QCM.

Une interrogation écrite sous forme de QCM comporte 5 questions.
Pour chaque question, une seule des trois propositions est exacte : on obtient 1 point si on trouve la
bonne réponse, et 0 sinon. Un éleve décide d'y répondre au hasard.

1. Onnote X; le nombre de points que l'éleve recoit a la question 1. Quelle est la loi de X; ?

2. On note de méme X,, X3, X4, X5 le nombre de points obtenus aux questions 2 a 5. On admet
que X4, X,, X3,X,, X< sont 2 a 2 indépendantes.
a. Quelle loi suit la note obtenue par l'éleve ?

b. Le professeur multiplie cette note par 4 pour la ramener sur 20 au moment de calculer les
moyenne. Quelle note sur 20 cet éleve peut-il espérer ?

Variable aléatoire.
Six boites numérotées de 1 a 6 contiennent chacune 10 pieces.
L'une ne contient que des piéces de 1 centime, une autre de 2 centimes, une de 5 centimes, une de 10
centimes, une de 20 centimes, et la derniere de 1 euro. Les urnes ont été remplies au hasard.
Un joueur donne 1 euro et lance un dé bien équilibré. Si le chiffre obtenu est k, le joueur pioche k pieces
de l'urne numéro k.
Ce jeu est il favorable au joueur ?
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X

Théoreme
Seit X une variahle ofeatsie. dleapbrance E(X) et de wariance V(X).

Aorn | psun dout Adel o Ahictement g,  P(IX-EOO| > o) € Ni—f_)
Remarque
o L0 vaniable aleatsire | X-EM) st poritive e wulle
e Lane olité de Benayme - Tehehychon est Asin d'dhe optimale. En adolité it
et ot pomiole. que fa. pobahiRite Aol bien inférierne on majorant ebitenu .

Exemple

Le taux moyen de glycémie dans une population est de 1 g/L avec une variance de 0,1. Une

personne présente un taux X critique si son taux ne se situe pas dans l'intervalle ]0,5; 1, 5].
e Cet événement se traduit par l'inégalité | X — E(X) [> 0,5

e Sa probabilité vérifie: P(P X — E(X) I> 05) < %

LS

Une voniable aléatoire. est dite. pesitive Bu nulle. dons s unisens 0, dowvsque
Keutes Los valewns pues pan celle-ci AL des Acefs positids su nubs,
Autrement dit, pow oul wE€ O, X(W) %0

LS

Propriété L
Seit (X, Xa, ..y Xu) aun ZehosdiPlon de taille v dlume varioble aléoione | [EITFEFEE
X Auwivost sune Qou de probabilite d'esperance. u et de vononce V,
Seit Mn= XatXat..t¥n  Jfa varnable aféolsue woyenne de ceX dehartillon .
M
Rour dsut mombre. adeP 830, on s p(IMa-p 1> 8) & %
n

Q
Propriété

Seit () e defontillon dlune voatadle oféototie. Bu pore
MV\,':_ i_% Xﬁ_ = :_\'. (X4‘\'X’L‘\' '\'YV\.)

n

Alors, pour tul adel o ictement /V«m«ll{, ;
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Forage pétrolier.

Dans une région pétrolifere, la probabilité qu'un forage conduise a une nappe de pétrole est 0,1.
1) Justifier que la réalisation d'un forage peut étre assimilée a une épreuve de Bernoulli.

2) On effectue 9 forages.
a. Quelle hypothése doit on formuler pour que la variable aléatoire X correspondant au nombre de
forages qui ont conduit a une nappe de pétrole suive une loi binomiale ?

b. Sous cette hypotheése, calculer la probabilité qu'au moins un forage conduise a une nappe de pétrole.
En donner la valeur & 1073 prés.

Controle de qualité.
Un constructeur de composants produit des résistances. La probabilité qu'une résistance soit
défectueuse est égale & 5 x 1073. Dans un lot de 1000 résistances, quelle est la probabilité d'avoir
a. Exactement deux résistances défectueuses ?

b. Au plus deux résistances défectueuses ?

c. Au moins deux résistances défectueuses ?

Cours de maths
Une classe compte 30 éléves dont 20 filles. A chaque cours de mathématiques, le professeur interroge
au hasard un éleve de la classe, sans se rappeler quels éleves il a déja interrogés.
On considére un entier positif ou hul n et on note X la variable aléatoire qui correspond au nombre de
filles interrogées au cours de n jours consécutifs.
1) Quelle estla loide X ?

2) Quelle est la probabilité que sur 10 jours consécutifs, soient interrogées 4 filles exactement ? au
moins 4 filles ?

3) Quel doit étre le nombre minimal de cours consécutifs pour que la probabilité qu'aucune fille ne soit
interrogée soit inférieure a 0,001 ?
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Rappels de calculs

Exercice 1
(23X2_5)2 (2—2)2 2—4
V= ===l

b)(372 x 3%)71 = (33)1 =373 = ~

Q) (a®h™?) 2 xa b* =a bbh* x a”1b*

- b8
=a 7b8=—7

d) (22)3x(2‘1)“‘1= 26x27* = 26-4-3 — p-1 — 1

23 23
) [ N 2 A x—4y3 =2
(x2y-1)-1 - x—2yt - yo= x4

f) (52 x574)73 = (572)~3 = 56

3

Exercice 2

a)}/200 = V100 X 2 = 10v2

b}/3 x 148 =144 = 12

V75 ++27 —V12 =
5V3+3vV3-2V3 =6V3
H(V5+v3)(V5-v3)=5-3=2
O(VZ+1) =2+2VZ+1=3+2V2

1 V5-2 _V5-2 _ _
t)\/§+2 T (VE+2)(V5-2) T 5-4 V5 -2

Exercice 3
a) (x+2)?—(x—-2)2
=(x?+4x+4)— (x? —4x +4) =8x
x%2-16 _ (x—4)(x+4) _ x+4
)x2—4x T ox(x-v x
(x#0,x #4)
0)
1 1 (e+D+(x-1) _ 2x
=1 x+1 (x-Dx+1)  x2—-1

d)

(x # %1)

(2x —3)? — (2x + 3)?
= (4x2 — 12x + 9) — (4x2 + 12x + 9)
2 ) (x—
g) 275546 _ G=2)G=3) 3(x #2)
x-2 x=2
X2 _ a2
‘F) x+1  x-1 (x+1)(x-1)

x2-3x-2
=0 (x #11)

X 2

Equations et inéquations

Exercice 1

a)2x—3)(x+5)=0

2x—3=0o0ux+5=0
3

X =-0Uux=-5

3
S={-5:3}

b)(3x + D(x—4)2x—6) =0
3x+1=0o0ux—4=00u2x—6=0

x=—§oux=4oux=3
5={—%:3:4}

O(x?2-9)(x+2)=0
x>—9=00ux+2=0
x=3oux=-30ux=-2
S ={-3-2;3}

dy(x —1)2(2x+3) =0
(x—1)?=00u2x+3=0
x=10ux=—§

s-(-31)

Exercice 2

d) Racines:x = —3etx = 2.

Le produit est négatif entre les

racines, positif a l'extérieur.
S=]—00;-3]U[2+ oof;

b) Racines:x = %etx =3.

Le coefficient dominant est négatif:
le produit est positif entre les racines
et négatif a l'extérieur.

S =] —W;%[U]3:+°°[

¢) Racines:—1,2et4.
Signes successifs de gauche a droite :
négatif, positif, négatif, positif.

S =] —1;2[U]4; +oo[

Exercice 3
a) Domaine : x # —1.
2x —4 =0 < x = 2, valable car
différent de —1.
§={2}

b) Domaine: x # 3.
x — 3 =0 < x = 3, mais cette valeur
est exclue du domaine.

S=0

¢) Domaine : x # 5.
x>—1=0x=1oux = —1,toutes
deux valables.

S={-11}

Equation du second depré

Exercice 1
1) Par simplicité, on peut diviser les
deux membres par 2:x%2 —6x+8=10
A=(—6)2—4x1x8=4

A > 0 donc l'équation admet deux
solutions :

_-b-Va e —-b+VA

2a

X1 tx, =

2a
=2etx, =" =y

L'ensemble des solutions de cette
équation est: S = {2;4}.

_evd
X1 = 2

2) On calcule le discriminant :
A=4%2—4x(=1) % (=9) = —20
A < 0 donc l'équation n‘admet pas de
solution.
S=0

3)On peut diviser les deux membres
par —3:x%+10x +25 =0
A=102-4x1x25=0
A = 0 donc l'équation admet une
unique solution :
—b

X1=%
-10
X1 =T=—5

L'ensemble des solutions de cette
équation est: S = {—5}.

Exercice 2
On veut résoudre dans R
l'équation —x2 + 5x — 4 = 0 (1).
On reconnait une équation du second
degré sous la forme ax? + bx + ¢ = 0.
La consigne nous amene a
commencer par écrire le polyndme
du second degré sous forme
canonique, c'est a dire sous la forme
ta(x —a)? + 6.
On commence par diviser les deux
membres de 'égalité par le
coefficient a qui vaut ici —1.

(1D ex2—5x+4=0
On reconnait le début d'une identité
remarquable :

( 5)2 e sry 25
x—5) =x X+
On en déduit que :

5)2 25
4

2 ey 2
X 5x (x >

Il vient alors :
x2=5x+4=0

5\ 25

@(x—z) —T+4—0

o (x-3) -2=0
*73) 747
On reconnait l'identité

remarquable a? — b? avec

a=(x—5)etb=z.

2
L'équation est équivalente a:

( 53)( 5+3)_0
Xm72)\(*727 )7

x—4Hx-1)=0

On applique la propriété du produit nul :

Soitx —4=0,s0itx—1=0
Soitx = 4,s0itx =1
S ={14}

Exercice 3
1)Ecrivons l'équation sous la
formeax? + bx +c=0:
(-2)x2+(m-Dx+@m+1)=0
Onaa=-2b=m—-—1letc=m+1
Le discriminant vaut
A=b?—4Xxaxc
=(m—-12—-4x(=2)x(m+1).
Ou encore, sous forme développée
‘A=m?+6m+9



Cherchons les valeurs de m qui
annulent cette expression du second
degré: le discriminant A" vaut 0.
(Remarquons que VA’ = 0)

Celui-ci étant nul, l'équation A =0a
une unique solutionm = ;—Z =-3.

Le coefficient 1 devant m? étant
positif, A > 0 sim # —3.
Conclusion:

Sim = -3, l'équation admet une
unique solution ; sinon, l'équation
admet 2 solutions.

2) Ecrivons l'équation sous la
forme ax? + bx+c=0:
1x2+(—-m—-3)x+(—-m—-3)=0
On adonc
a=1,b=—-m-—-3etc=—m-3
Le discriminant vaut
A=b?—4Xxaxc
=(-m-32—-4x1x(—-m-23).
Sous forme développée :
A=m?+10m + 21
Cherchons les valeurs de m qui
annulent cette expression du second
degré: le discriminant A’ vaut 16.
Celui-ci étant strictement positif,
'équation A = 0 a 2 solutions :
my; =—7etm, = -3
De plus le coefficient devant m? est
positif, A est donc une parabole avec
ses branches dirigées vers le haut.
A est donc positif a l'extérieur des
racines et négatif a l'intérieur.
Conclusion:
-Sim = -7 oum = -3, l'équation
admet une unique solution;
-sim €] — 7; =3[, 'équation n'a pas
de solution réelle;
-sim €] — o0; —7[U] — 3; +oo],
'équation admet 2 solutions réelles.

Generalites sur les svites

Exercice 1
d. Dans l'expression de u,, on
remplace n par 1, on obtient :
o -2x1+41 1
M x1+6 10

b. On calcule successivement les

termes jusqu'a obtenir wy :

Wy =4Xw,—8x0=4x0+0=0

w,=4xw, —8x1=4x0—8=-8

wy =4Xw,—8Xx2=4x%x(—8)—-16
= —48

Ainsi, w; = —48.

€. On calcule successivement les
termes jusqu'a obtenir u, :

U =uy—8=-9-8=-17

U, =u, —8=-17-8=-25
Ainsi, u, = —25.

Exercice 2

a.u, =n?pourn €N

Upyy — U = (M + 1)2 -n?
=n’+2n+1-n?=2n+1
OrneNdonc2n+1>0.

Par conséquent u,, ., —u, > 0.
La suite (u,) est donc croissante.

b.u, = 1+%pournEN*

1 1
un+1—un=1+n——<1+—)

+1 n
1 1
=14+ —1-=
n+1 n
1 1 n—-@mn+1)
"n+1 n nan+1)
=n(n+1)<0

La suite (u,) est donc décroissante.

-2
c.un—mpournEN
Pour toutn € N.
n<n+len+4<n+1)+4
1

1
Cnta m+D+4
—2 =2

=

<
n+4 (mm+1+4
S Uy, < Upyq
La suite (u,) est donc croissante.

3n *
d. u, = -pourn€N
3n+1 3n
Unt1 =W o0 ¥ 1) T 21
_ 3% 3 3n
B 2(n+1) 2n
3 1
2(n+1) 2n
_an 3In—(mn+1)
2n(n + 1)
2n—1
= nxi
2n(n+ 1)

Pour toutn € N*ona 3™ > 0et2n—

1> 0.Doncu,; —u, > 0.
La suite (u,) est donc croissante.

Composée de deux fonctions
Exercice 1

a) Caleuler f(g(1)) puis g(f(1)).
g(1)=3x1-5=-2 donc
fgM) =f(=2)=(-2)*+1=5
f(1)=1%24+1=2 donc:
g(f(D))=g()=3x2-5=1

b) Déterminer l'expression de la

fonction h(x) = f(g(x))
gx)=3x-5

Donc

h(x) = f(3x—-5)=Bx—-5)?%+1

=9x2—-30x+25+1

=9x2 —30x + 26

c) Déterminer 'expression de la
fonction m(x) = g(f (x))

flx)=x?+1
Donc
mkx)=gx*+1)=3(x%2+1)-5
=3x%2+3-5
=3x%-2

d) Vérifier les résultats obtenus a la
premiere question.
R(1)=9%x12-30%x1+26
=9-30+26=5=f(g(1))
m(1)=3x12-2=3-2=1
= g(F (D))

Exercice 2

On définit les fonctions :

h(x) = f(g(x)) et m(x) = g(f(x)).
1) Comparer h(1) et m(1).

Par lecture graphique :

g)y=2et f(1)=1

Donc:

fla) =f(2) =138

gf) =g =2

2) Calculer m'(1).

m'(1) = (9(F(1)) =g'(1) =0 en
raison de la tangente horizontale a la
courbe C;.

Fonctions derivees

Exercice 1

a fi(x) = (5x2 + 1)7

Forme u™ avecu = 5x?> + letu’' =
10x

fi(x) =7-10x - (5x2 + 1)°®

fi(x) = 70x(5x% + 1)°®

0=
1

Forme -

, [ (x)
fioo=-1%
avec f;(x)? = (5x2 + 1)14

v 70x(5x2+1)° 70x
) =——mai e - TG

Cfalx)=vx*+1
Forme+u,avecu =x*+1etu' =
4x3



4x3 2x3

/() = -

fs 2k +1 Vxt+1

df4(x) — e—5x+1

Forme e%, avecu = =5x + 1l etu’ = -5

fi(x) = —5e75%+1

e fs(x) =veX+2
Formeu, avecu = e* + 2 etu’ = e*

B~ e+

1
ffG(x) _m
avecu =x?+1letu =2x

i

) = =5
fie) = -

x
(x?2+1)Vx2+1

Exercice 2

a. Pourtoutx € [2'5 4 oof;,

fx) =+v2x -5 = Ju(x) = v(u(x))
avecv:x —»Vxetw x — 2x — 5.
Pourtoutx >25<©2x—-5>0

& u(x) > 0, donc v(u(x)) existe pour
tout x € [2,5; +oo].

De plus, pour tout x > 2,5,
u'(x) = 2 et, pour tout x > 0,

, 1

v'(x) = PN

f1x) =u'(x) x U'(u(x))l

- 2 u(x)= XZ\/Zx—S
1

- V2x —5 >0

Donc f est strictement croissante
sur [2,5; 4oo[.

b.Pour tout x € [0 + oo[;,

g(x) = (2vx - 1)5 = (u(x))5 =v(u(x))

avecu:x » 2/x — letv:x — x°.
Pour tout x €]0; 4o,

"(x) = A _ 1
u'(x) —ZXZ\/;— = et pour
tout x réel, v'(x) = 5x*.
Donc, pour tout x > 0:

g'(x) =u' (x) x v’ (u(x))
- %x 5(u()" = %x (Vi -1)" 50

De plus, g' s'annule uniquement

lorsque Vx = % c'est & dire uniquement
1 . s

pour x = - (valeur isolée).

Donc g est strictement croissante
sur [0; +ool.

Tanpente en un point

Exercice 1

a. La fonction f est dérivable
sur R. Une équation de la tangente
a C au point d'abscisse a = 0 est

y = f"(0) (x = 0) + f(0).
f'(x)=3x2-3

Donc f'(0) = —3.De plus f(0) = 1.
Une équation de la tangente est par
conséquenty = —3x + 1.

b. La fonction f est dérivable
sur |—oo; 3[U]3; + oo[.

Une équation de la tangente a C au
point d'abscisse a = 1 est
y=f O E-D+fD.
Pour déterminer l'expression de ' on
applique la formule
(E), _ u'v—uv'

v v?
u(x) = x? etv(x) = 3x — 9.

avec

Doncu'(x) = 2x et v'(x) = 3.
Ainsi:
2x(3x — 9) — 3(x?)

f'=—""5"5y
_ 6x% — 18x — 3x? _ 3x% — 18x
T (3x—9)2 T (Bx—9)?

Ainsi f'(1) = —— Deplus f(1) = —=.

Une équation de la tangente est par

conséquent

_ 5( n 1 o
y=-55& ¢ Soi
5 +1
YT,

C.

La fonction f est dérivable
sur]—oo; 1[U]1; + oof.

Une équation de la tangente a C au
point d'abscisse a = 2 est

y=f2)x=-2)+f(Q2).

Pour déterminer l'expression de f' on
applique la formule
(E), _uv—uv
v/ v?
=x+letv(x)=x-1.
Doncu'(x) =1letv'(x) = 1.
, x—1—-(x+1) -2
fiea = (x—1)2 T (x=1¥

avec u(x

Donc f'(2) = —2.Deplus f(2) = 3.
Une équation de la tangente est par

conséquent
y = —2(x — 2) + 3 soit
y=-2x+7.

Exercice 2

La fonction f est dérivable sur R.

Le coefficient directeur de la

tangente A est f'(1)

f'(x) =2ax + 2.

Donc f'(1) = 2a + 2. On veut

f()=-4e2a+2=-4ea=-3.

Ainsi f(x) = —3x2 + 2x + b.

Le point A(1; —1) appartient a C. Par

conséquent :
f)=-1e-3+2+b=-1

<b=0
Donc f(x) = —3x% + 2x.

Loparithme népérien
Exercice 1

a.ln(5¢) =In5+Ine=In5+1
b.Ine®=3Ine=3

c.In(Ve) = glne =1

3
dinZ+miZ+InE+m
5 8 11 14

=In2—-In5+In5-In8+1In8

—Iln11+1In11
—1n14
=In2—-1In14 =1 2
=1n n —n14
—lnl=_In7
—n7— n
Exercice 2

a. L'ensemble d'étude est tel que

x > 0 soit ]0; +oo[.
Inx=-2©Inx=lhe?ox=e"
La solution de l'équation est e 2.

2

b. L'ensemble d'étude est tel

que x2 > 0 soit |—0; 0[U]0 ; +oo[ ;
Inx? =1 Inx?=Ine
oxl=eox=+eoux =—/e
Les solutions de 'équation

sont —/e et +e.

c. L'ensemble d'étude est tel que
> > 0s0it]0; +oof.
InZ=2 e InZ =Ine?

3 3
@%:eZ@x=3e2.

La solution de l'équation est 3e2.

d. L'ensemble d'étude est tel que
x3 > 0s0it]0; +oof.
Inx3=-3eInx3=Ine”
exr¥i=edox=Veleox=cl
La solution de l'équation est e~ 1.

3

e. L'ensemble d'étude est tel que
3x — 2> 0 s0it ] %; +oo].
InBx—2)=0In(3x—2)=1In1l



©3x—2=1o3x=3ox=1
La solution de 'équation est 1.

f. L'ensemble d'étude est tel que
x%2 —1 > 0soit] — o0; —1[U]1; +oo].
In(x?—1) =In4 +1In2

o In(x?—-1)=1In(4x2)
©x?-1=8ox?=9

S x=-30ux =3

Les solutions sont —3 et 3.

Exercice 3

a. L'ensemble d'étude est tel
que 2x > 0 soit ]0 ; +oof.
1-2In2x>0< —2In2x>-1

< 1In2 <1
n2x <5

< 1In2x < lnel/?
o 2x L el/?

o1/2
X<

La solution de l'inéquation est ]0:

e1/2
2 ]

b. L'ensemble d'étude est tel que

x > 05s0it]0; +oof.

3—-Inx<0&e -lnx<-3
ohx>3ehx>hedex>ed
La solution de l'inéquation

est [e3; +oo].

c. L'ensemble d'étude est tel que

2x > 0s0it]0; +ool.

24+3n2x<<0e3n2x< -2
2

o h2x -3

o In2x <lne™2/3

o 2x e 2B

e—2/3

2
La solution de l'inéquation est ]0:

S X<

2

Fondtion loparithme népérien

Exercice 1

a. La fonction In est définie sur RY,
donc x doit vérifier -3x — 1> 0
-3x—1>0 -3x>1

Sx < L
*s73

1
Donc Dy, =] — oo; —5[.

b. La fonction In est définie sur R,
donc x doit vérifier —4x +5 > 0

5
—4x+5>0(=>—4x>—5<:>x<Z
Donc Dy, =] —00;2[.

Exercice 2
a.u(x) =5x+3

3—2/3]

w(x) 5

f1e) = u(x)  5x+3
b.u(x) =x%+4
u'(x) = 2x

2

c.u(x) =3x2-2x+6
u'(x) = 6x — 2

) = 6x — 2
f® =37 5+

dux)=x3+1
u'(x) = 3x?

, 3x?
fr=w

eulx)=e*+1

u' (x) = e*

0=

ﬁm@:i

w'(x) = _x_12

o=t
X

= - gxx=——

Equations tripgnometrigues

Exercice 1
V3

1) cos(t) = -

Sur le cercle trigonométrique,
cos(t) = \/; pour les angles:t = i%

On vérifie qu'ils sont bien dans
|—m,nl.

Solutions :

t=—out=-—

i
6

2) sin(t) = —3
L'angle de référence est %.

Dans |—m; «[, les deux angles ayant
un sinus égal a —%sont:

. 5 r— T
T T TS

3) cos(t) = —\/;

On cherche les angles du cercle
trigonométrique ou le cosinus

vaut —\/77. Sur le cercle:

2
COS(t)=—§
@t_3n' ‘= 3n

= out=-—.

Les deux sont dans lintervalle
demandé.

3 3n
—out=——
4 4

Solutions : |t =

17

4) sin(t) = sin (T)
On doit d'abord réduire ”Tn modulo 2.
Réduction dans [0,27[

10w

2m = ——
177 10w _ 71
5 5 5

. (17n)_ . (711)
sin 5 = sin 5 .

Vais 2 .
Comme ? =m+ ?, on peut aussi

réduire dans | — m, 7.
7 _7m 10m 3

5T Ty TS
Donc: sin (17?”) = sin (— 3?”)

Angles ayant le méme sinus
Deux angles ont le méme sinus si:

‘= 3T ‘= (371)
= 5ou =7 c

CCILCULZL’=1T+3?”=8?H
Réduisons dans |-, 7| :

8 8 1011_ 21

— 2T =— [

5 5 5 5

Solutions dans |-, [

‘= 3 ‘= 21
-
Exercice 2
T
1) cos(t) = cos (g)

t=Z 4 2kmout = — =+ 2k
—8 mTout = 3 T

2) cos(t) = % Angles de référence :

t=Z 4 2kmout = — =+ 2k
—3 mTout = 3 T

3) sin(t) = \/; Angles de référence:

t =" 2kmout =" 4 2k
—4 TTOU—4 T

4) sin(t) = -1
C'est le point bas du cercle :

t=—Cg4ok



Exercice 3
Onsait:cosa = ;,a € [0, m].
Dans [0’ ], le sinus est positif.
On utilise lidentité fondamentale :
sin?a + cos?a = 1.
Donc:sin?a = 1 — cos?a
2
=1_(E) —1-_B_2

7 49 49"
Commea € [0,] = sina > 0:
. V24 26
sina ==~ ==

Fonctions tripopnomeétriques

Exercice 1
a. sin(—x) = —sin(x)
= sin?(—x) = sin?(x)
Donc f(—x) = f(x) — paire.
Vrai

b. La période de cos(kx) est T = 27”

lci: T =2?n # 3r
Faux

c. La période de sin(2x) est:

T = 2n
= > =1
Le +11/3 ne change rien.

Vrai

df(x) = Cojx est impaire.

On teste:
cos(—x) cosx
[0 =2 =22
_ _cosx
= - ===~
Vrai
Exercice 2

a. f'(x) = cos(x) — sin(x)
b. f'(x) = —3sin(x) — 2cos(x)

c. On utilise la formule (uv)’ = u'v +
uv' avec u(x) = x et v(x) = sin(x).
u'(x) = 1etv'(x) = cos(x)

f'(x) =1 xsin(x) + x X cos(x)
f'(x) = sin(x) + xcos(x)

d. On pose u(x) = 2x, doncu'(x) = 2.
sin(u(x)) a pour dérivée u’(x)cos(u(x))
f'(x) = 2cos(2x)

e.Onposeu(x) =3x+1,

doncu'(x) = 3.

cos(u(x)) a pour dérivée

—u'(x) sin(u(x))

f'(x) = —3sin(3x + 1)

f. On écrit f(x) = (sin(x))z, on
pose u(x) = sin(x), donc
u'(x) = cos(x). u? a pour dérivée 2u'u

f'(x) = 2cos(x)sin(x)

g. On utilise la formule

w\ _ u'v-uv’
2) === avec
v v

u(x) = cos(x) etv(x) = x.
u'(x) = —sin(x) etv'(x) =1
—sin(x) X x — cos(x) x 1

1) = =

F1x) = —xsin(x) — cos(x)

x2

h. On pose u(x) = x2,

doncu’(x) = 2x. cos(u(x)) a pour
dérivée —u’(x)sin(u(x))

f'(x) = —2xsin(x?)

Primitives de fonctions

Exercice 1
a. f est une fonction continue sur I ;
une primitive est donc F définie

3 2
par F(x) =%—%+x.

b. f estune fonction continue sur [ ;
une primitive est donc F définie

par F(x) = —4+/x.

c. f est une fonction continue sur [ ;
une primitive est donc F définie

par F(x) = —xiz.

Exercice 2

a. f est une fonction continue sur I.
Une primitive F est définie par F(x) =
2 lik

2 X

On veut que F(1) = 5 soit

l 1+k=5douk=2
2 2

2
Par conséquent F(x) = % - i + 12_1

b. f est une fonction continue sur I.

Une primitive F est définie par
Fa =% — 2 X ik
V=TT
On veut que F(1) = 0 soit
T 1-l+k=0doluk="
3 2 6
Par conséquent
3 x 7

x
I R T
F(x)—3 X 2+6

c. f est une fonction continue sur [ ;
elle possede donc des primitives.

3 1

fG) = 2 X3
Une primitive F est définie par
3 1
F(X) = —; + ﬁ + k

On veut que F(3) = 2 soit

~1+—+k=2douk=2
18 18

Par conséquent
1 53

3
FeO=-3*2at1s

Primitive : opérations et
compaosition

a. Soitu(x) = x2 + 1, donc u'(x) = 2x.
f = u'u® donc une primitive
4
de fsurlestF(x) = u:
(x% +1)*

F(x) = 2

b. Soit u(x) = x2 + 3, doncu’(x) = 2x.
Sur I, u(x) > 0.
f= u; donc une primitive
de f surl est F(x) = In(u)
F(x) =In(x? + 3)

¢. Soit u(x) = x2, doncu’(x) = 2x.
f = 2u'e" donc une primitive
de f surl est F(x) = 2e*

F(x) = 2e*

d. Soit u(x) = sin(x), doncu'(x) =
cos(x). f = u'u? donc une primitive
de fsurlestF(x) = u?

e. Soitu(x) = (3x — 1)?, donc
u'(x)=2x3Bx—1)=63Bx—1).
f= %u’e“ donc une primitive

de fsurlestF(x) = %e“

F(x) = 5"

Intéprale d’une fonction continue

1. On cherche donc a encadrer l'aire
comprise entre ['axe des abscisses et
la courbe entre les droites
d'équations x = —2 et x = 2.

Par conséquent 3 < A < 4.

2, L'intégrale calculée correspond a
l'aire comprise entre 'axe des
abscisses, la courbe et les droites
d'équationsx = 1letx = 3.



Elle est donc plus grande que celle du
rectangle de cotés 2 X 1 et plus petite
que celle du rectangle de coté 2 x 1,5.

3

Par conséquent l'affirmation est vraie.

3. ln% < 0 donc cette solution ne

convient pas pour le calcul de l'aire
correspondant a cette intégrale.
L'aire sous la courbe est inférieure a
celle du rectangle de c6tés 2 x 1.
Donc la solution B ne convient pas.
L'aire sous la courbe est plus grande
que celle du carré de coté 0,5. Donc la
solution C ne convient pas non plus.
La réponse est donc A.

4. L'intégrale a calculer correspond a
l'aire du domaine compris entre |'axe
des abscisses, la courbe et les droites
d'équationx =0 etx = 2.

Cette aire est plus grande que le
triangle rectangle isocéle en O dont
les cOtés isoceles mesurent 2 unités.
Donc l'aire cherchée est supérieure

a % = 2. Elle est également plus

petite que celle du carré de coté 2.
Donc l'aire est inférieure a 2 X 2 = 4.
Par conséquent 2 < fozf (x)dx < 4

Primitive et intéprale

10
O)"(=5x + 2)dx = [ 3" + 22],
5 5
:(—Ex102+2><10>—(—E><52+2><5>

125
=—250+20 - (_T + 10) =-177,5

1
b)! :1 J7,(9x% + 6x + 3)dx
:f (3% 3x%+3X2x+3)dx
-1
[3xx%+3xx2+3x]L,;
(Bx13+3%x12+3x1)— (3 x(-1)3
+3x(-1)?+3x(-1))
=B+3+3)-(-3+3-3)
=9+3=12
On peut conclure que
I'=[1(9x% +6x +3)dx = 12.
c)Soit x € [—6; —2].
Posons u(x) = —2x — 2.

Onaalorsu'(x) = —2.

u'(x) -2

u(x)  —2x-2'
Comme pour tout x € [—6; —2],
u(x) > 0, on en déduit qu'une

On observe que

primitive de % estIn(u).
-2
2, =2 u'(x)
16 (—Zx - 2>dx = f (u(x))dx
-6
= [In(u(x))]z2
= [In(—2x — 2)]22
=In(—2x(=2) = 2) —In( =2 x (=6) — 2)

=1In(2) - In(10) =In (12_0>

En simplifiant, on obtient I = In (%)
Onadonc! =In (l)
5

d)Posons u(x) = 5¢* +3.0na
alors u'(x) = 5e*.

On observe que

e*(5e* +3)2 = gu'(x)(u(x))z.
On en déduit qu'une primitive

de e*(5e* + 3)? est

1 % w)? _ (5e*+3)3

5 3 15

2 5x+332
I:f e* (5e* + 3)%dx = [7( ¢ )]
i 5|

_ (5e*+3)*  (5e°+3)?

15
_ (5¢*+3)* 8
B 15 15

_ (5e* +3)% —512
- 15
Onadoncl = M

15

Proprietés de I'intéprale

a) L'affirmation est fausse.

0 0 0
f (f(t)+4)dt=f f(t)dt+f 4dt
-5 0 -5 =5
= [ roa+a0- -5
-5
0
:f f @®dt + 20
-5

b) L'affirmation est fausse.
Ona:

0
f 2xdt = [x2]% =0—25=-25
-5

La valeur moyenne de f sur [=5; 0] est
donnée par

! foz dt =2 x (=25) = =5
0-(-5)) 75 -

c) L'affirmation est vraie.
f cos (t)dt = [sin(t)]",
= sin(m) — sin(~m) =0 — 0= 0

d) L'affirmation est vraie. C'est la
propriété de la linéarité de l'intégrale.

e) L'affirmation est fausse.
F'(x) = e** > 0 donc F est croissante
sur [0; +oof.

f) L'affirmation est fausse.
Cest [] f ()dt = F(7) - F(3).

g) L'affirmation est vraie. C'est la
définition de la valeur moyenne d'une
fonction sur un intervalle.

h) L'affirmation est fausse.
8
f 6dt =[6t]E=6%x8-6x%5
5
=48-30=18
i) L'affirmation est vraie.
Si une fonction continue admet un

minimum m et un maximum M sur [5; 8],
alors:

8
m(@-5) < [ f(dx < ME-3)
5
Onam =1etM = 6,doncon abien

3< [ f(0dx < 18.

Jj) L'affirmation est fausse.
Ce n'est vrai que si on vérifie que f est
une fonction positive.

Intépration par parties

Exercice 1

1) On pose

u'(x) =e*etv(x) =3x— 1
Comme (e™*)' = —e™*, une primitive
dee * est —e™*.

Onadoncu(x) = —e *etv'(x) = 3.

1

I=f (3x — e *dx
0

1
- f —3e *dx
0

—[3e™5

=[Bx - 1D(=e™)]
=[Bx - 1D(=e™)]
=[e™*(=3x - 2)]p
=—5e"1+2

(=1 (=1

2) Ici, on pose

u'(x) = cos(—2x) et v(x) = 3x + 2.
Comme (sin(—Zx))' = —2cos(—2x), une
primitive de cos(—2x) est — %sin(—Zx).
On adonc

u(x) = —%sin(—Zx) etv'(x) = 3.

/4
I= f (3x + 2)cos(—2x)dx
0



1 /4
= [—— (Bx + 2)sin(—2x)]
2 0
/4
- f —=sin(—2x)dx
o 2

/4

= [_%(3x + 2)sin(—ZX)]
0
/4

3
_ [— " cos(—Zx)]0 »

= [— % (3x + 2)sin(—2x) + Zcos(—z;vc)]0

3) Ici, on pose

u'(x) = —4x + 3 et v(x) = In(x).
On adonc

u(x) = —2x2+3xetv'(x) = i

I= fe( —4x + 3)In(x)dx
= [(—12x2 + 3x)In(x)]¢
- f (—2x + 3)dx

=[(—2x? + 3x)ln(x)]% — [—x? + 3x]¢
= [(—2x2 4+ 3x)In(x) + x? — 3x]¢
=—e’+2

4) On écrit x en fonction de 5x + 3:
1 3
X = §(5x + 3) - g

On en déduit :
X 1 1 3 1

Gx+3)° 5 Gx+3)? 5 (Gx+3)

1

- 1
Une primitive de est

(5x+3)? T 5(5x+3)

. 1
Une primitive de G O T oG

A x .
Une primitive de Gersy estdonc:
F(x) = ! + 3

X) = T o5(5x + 3) T 50(5x + 3)2
I'=[F(I;
1 3
F)==2558 " 50 % 6
1 3 13

~200 3200 - " 3200

1 3
FO =353 50x9
1 1 1

“75t 150~ 150

39 N 64 25
T 9600 9600 9600

1
Onadoncl = —.
384

Vecteurs dans I'espace
Exercice 1
On calcule d'abord AB et AC :

XB — Xa
On sait que AB <}’B - YA>,

Zp — Zy
_ . [/8-4 4
d'ou AB< 0-3 ) =<—3>,
-2+3 1
_ /8
donc 24B| —6 |.
2

2 6
De méme:ﬁ( 1 ),donc3ﬁ< 3 )
-3 —9

14
On en déduit alors 24B + 34C —3).
-7

Soit M(x; y; z) le point cherché. On a

L [F T (x4
alors AM <;V - }’A>, d'ou AM <y - 3).

Z—2Zy z+3
x—4=14
m=zﬁ+3ﬁ<=>{y—3=—3
z+3=-7

x =18

@{ y=0

z=-10

Le point M a donc pour coordonnées
:M(18; 0, —10).

Exercice 2
La méthode consiste a savoir si les

vecteurs 4B et AC sont colinéaires.
On cherche s'il existe un réel k tel
que AB = kAC.

Pour le vérifier, on calcule les coordonnées

des deux vecteurs, en sachant
Xp — Xy
que AB(Ye —Ya |
Zp — Zy
_ [ 6-3 3
On obtient AB< 6+3 >= < 9
—-16+1 —

5)
2
6

—

1
Il vient de la méme maniere AC<

AB = kAC
3
3 =2k 2
@{ 9=6k k=2
—15=—10k 2
k=3
2

On vient de prouver que 4B = %ﬁ
Les vecteurs sont colinéaires.

Les points 4, B et C sont donc alignés

:)

Exercice 3

Les quatre points sont coplanaires s'il

existe deux réels 1, et A, tels que
AD = 1,4 + 1,AC (1)

c'est & dire si AD est une combinaison

linéaire des vecteurs AB et AC.

On calcule les coordonnées des trois
vecteurs :

_[-5-1\ __ /-6
AD<6—2>(=>AD<4>
17-3 14
_/3-1\ /2
AB<4—2>=>AB<2>
-2-3 -5
L /3-1\ _ /2
AC<—6—2><=>AC<—8>
-1-3 —4

On cherche desréels 1, et A, qui
vérifient (1), ce qui est équivalent a
résoudre le systeme::

—6 = 211 + 212
{ 4= 211 - 812
14 = =51, — 42,

En résolvant ce systeme, on obtient
Ay =—2etd=-1

Le systeme admet donc un couple
solution: S ={(—2 -1}

On vient donc de montrer que
AD = —24B — AC. Les points

A, B, C et D sont coplandires.

Droites de lespace

Exercice 1

a. (HF) et (DF) sont sécantes en F,
donc elles sont également
coplanaires.

b. 4G et EC sont des vecteurs
directeurs des droites (AG) et (EC).
(AC; AE) forment une base du

plan (ACE) puisque ces deux vecteurs
ne sont pas colinéaires.

AG = AE + EG = AC + AE (donc G est
bien dans le plan (ACE)).
EC=EA+AC =4AC -

AE : AG et EC ne sont pas colinéaires
donc les droites (AG) et (EC) sont
coplanaires sécantes.



c. Si (EC) et (FB) étaient coplanaires,
elles seraient incluses dans le

plan (FBC). BF et BC forment une

base du plan (FBC) puisque ces deux
vecteurs ne sont pas colinéaires.

Or:

EC = EF + FB + BC = EF — 1BF + 1BC.
EF est un vecteur normal au plan (FBC),
il ne peut pas étre décomposé dans la
base (BF; BC), par conséquent EC non
plus.

(EC) et (FB) sont donc non coplanaires.

d.EG =EH +HG = AD + DC = AC;
les vecteurs EG et AD sont colinéaires
(et méme égaux), donc les

droites (EG) et (AC) sont paralléles et
coplanaires

Exercice 2

1. Les 2 droites appartiennent a la
face EFGH. Les droites

(EH) et (FG) sont paralleles et le
point M appartient a [EH] mais pas le
point P. Par conséquent les

droites (MP) et (FG) sont sécantes.

2. b. L'intersection des 2 plans est
représentée en trait plein rouge (les 2
droites (PT) et (RQ)sont paralléles).

L

3. La section du cube par le

plan (MNP) est représentée par le
polygone RMPTQ.

Remarque : on peut vérifier que les
droites (TQ) et (RM) sont paralleles.

Représentation parametrique
d’'une droite

Exercice 1

Soit M(x; y; z) un point de la droite (d).
M € (d) si et seulement si les

vecteurs FM et % sont colinéaires.

Ce qui est équivalent a dire qu'il existe

un réel t tel que: FM = t X .
x—(=2)
y—4
z—(-6)

_[x+2
obtient: FM <y - 4).

z+6

On calcule : FM ,eton

FM =t x ¥
x+2=txX2
@{y—4=tx(—5)
z+6=tx(-3)
x=2t—2
= {y =-5t+4
z=-3t—6
Une représentation paramétrique de la
droite (d) est donc, pour toutt € R:
x=2t—2
{y =—-5t+4
z=-3t—6

Exercice 2

IL suffit de vérifier s'il existe un

réel t qui valide le systéme pour les
coordonnées du point M.

Résolvons le systeme :

20=8-3t
{ 8=-1-2t
—29=-5+6t

-3t=20-8
(:){—2t=8+1

6t=—-29+5
-3t =12
«:{—2t=9
6t = —24
t=—4
ot =—=
=73
t=—4

Le systéme n'admet pas de solution.
Le point M n'appartient pas a la
droite (4)

Equation cartésienne d’un plan
3
1) Le vecteur normal 7 <—2> est déja

1
donné. Une équation du plan P est de

laforme:3x —2y+z+d =0
Le point A(2; —; 14) appartient au
plan, donc:
3x2-2x(-1)+4+d=0
6+2+44+d=0
d=-12
On en déduit une équation
cartésienne du plan P :
3x—-2y+z—-12=0

2)

Le point M et le vecteur % appartiennent
au plan P. On calcule un second vecteur
du plan a l'aide du point N :

_/3-1 2
(120} (1)
0-2/ \-2

a
On chercheﬁ(b) tel que
c
fi-i=0eti-MN=0:
a+2b—c=0
2a+b—-2c=0

En résolvant ce systeme, on obtient a =
ceth = 0.Enchoisissanta = 1, on

1
obtient 71 <0>
1

Une équation du plan P est de la forme :
x+z+d=0

Le point M(1; 0; 2) appartient au plan,

donc:1+2+d=0

d=-3

On en déduit une équation cartésienne

duplanP:x+z—-3=0

3) On calcule deux vecteurs directeurs du
plan:

L [0=2\ /-2\ __ [0-2\ [-2
AB(3-0)=(3 ] aC{o-o|=( o0
0-0 0 4-0 4

a

On cherche ﬁ(b) telquei-AB = 0 et
c

—_—

n-AC=0:
—2a+3b=0
—2a+4c=0

En choisissant a = 6, on obtient

6
b=4etc=3, doncﬁ<4>.
3
Une équation du plan (ABC) est de
laforme:6x+4y+3z+d =0
Le point A(2; 0; 0) appartient au plan,
donc:6x2+4x0+3x0+d=0
d=-12
On en déduit une équation cartésienne
duplan (ABC):6x+4y+3z—12=0

Produit scalaire

Exercice 1

ai - ?P=7%xX5+7x(-1)+(-8)x7
=35—-7-56 =-28

b)

T-5=-10x10+1X (—6)
+(=6) x (=5)

=-100—-6+30=-76

c)

U-V=2%X2+7%X2+(—8)x(-5)

4+14+40 =758



Exercice 2
a

On sait que ﬁ( b ) est un vecteur
-16

normal au plan engendré par i et 7.

7 est donc orthogonal & tout vecteur

de ce plan, ce qui implique que 7 est

orthogonal a @ et & .

Ainsi, on a nécessairement :
An-U=0(y) et -7 =0(Ly).

Traduisons ces conditions dans un
systéeme de 2 équations a 2
inconnues, que l'on résout ici par
combinaisons linéaires (d'autres
méthodes sont possibles) :

4xXa—4xb—-5%x(-16)=0

{ —5xa+b+2x(-16)=0

4a — 4b = —80 (L,)
{ —5a+b =32(L,)

- {ZOa —20b = —400 (5L,)
20a — 4b = —128 (—4L,)
20a — 20b = —400 (L,)

{ 16b =272 (L, — L)
{ZOa —340 = —400 (L)

b=17(L,)
a=-3(Ly)
‘:’{b =17 (L)

Un vecteur normal aux deux vecteurs

-3
de I'énoncé est : r_i< 17 )

—16
Remarque : tout vecteur non nul et
colinéaire d ce vecteur sera aussi
normal au plan

a) Réponse : 6
X compte 3 éléments et Y compte 2
éléments. D'aprés le principe
multiplicatif, X X Y compte

3 X 2 = 6 couples.

b) Réponse : 24

On a trois ensembles G 4, 3 et 2

éléments. Le nombre de menus est
4x3x%x2=24

c) Réponse : 60

Le nombre de triplets est n; X n, X ng

5x2x6=60

d) Réponse : 13

E et F sont disjoints,donc ENF =@

Le nombre d'éléments de E U F est
8+5=13

€) Réponse : Sinon les éléments
communs seraient comptés deux
fois. Si E et F ont des éléments
communs, ces éléments
appartiennent aux deux ensembles.

f) Réponse : 16
Le nombre de parties d'un ensemble
an éléments est 2™, soit 2* = 16

g) Réponse : 4

Un singleton est une partie contenant
exactement un élément. Il y a autant
de singletons que d'éléments dans E,
soit 4.

h) Réponse : un sous ensemble non
ordonné de E. Une partie de E est un
sous ensemble de E, sans notion
d'ordre entre ses éléments

Exercice 1

Le probleme de Edmond revient a
déterminer le nombre de permutations
d'un 10-uplet. On sait que le nombre de
permutations d'un k-uplet est k!.

On calcule donc 10! = 3628800

Donc le nombre de rangements
possibles des 10 cahiers est égal a
3628 800.

Exercice 2

SoitE ={0;1;...;9} et
F={4BCDEFGH}.

L'ordre est important dans ce code. Il
s'agit donc d'un 8-uplet composé de 3
éléments de E puis de 5 éléments de F.

Pour les 3 chiffres, il y a répétition
possible, doncily a 103 possibilités.
Pour les 5 lettres, il n'y a pas de
répétition possible, puisqu'elles sont
distinctes. Il s'agit donc de choisir 5
éléments parmi 8, en respectant
l'ordre mais sans répétition, ce qui
correspond a l'arrangement 8 X 7 X
6 xX5x4=6720.

Ily a 10% x 6720 possibilités de code.
Ce qui donne au total 6 720 000
possibilités de code.

Exercice 3

a. Pour former le bureau, on choisit 3
personnes parmi 12 en tenant
compte de l'ordre, puisque les postes
sont distincts. Il s'agit donc d'un

arrangement de 3 éléments parmi
12, noté A3,.

Oncalcule 43, =12 x 11 x 10 = 1320
Donc le nombre de bureaux différents
que l'on peut former est égal a 1 320.

b. Pour la photo de groupe, tous les
12 membres sont rangés en ligne. Il
n'y a pas de choix a effectuer,
seulement un ordre & déterminer. Il
s'agit donc d'une permutation des 12
éléments.

On sait que le nombre de permutations
de n éléments est n!.

On calcule donc 12! = 479001600
Donc le nombre de dispositions
possibles pour la photo est égal

a 479001 600

Exercice 1

1. llexiste (**) = 201376 tirages
possibles.

2.0n a donc tiré que des carreaux. Il y
en a 8danslejeu.

Iy a par conséquent (§) = 56 tirages
ne comportant que des carreaux.
3.0na (§) = 28 choix possibles pour
les ceurs et (}) = 56 choix possibles
pour les piques.

Ily a donc 28 x 56 = 1568 tirages
possibles contenant 2 coeurs et 3
piques.

Exercice 2
3 4 1 4

A=exat T axs T

_6X7+2x4 50 25

2x71 2x7 7
B nl axm-1!
T =1 (-1
2 2 2
C_

R CTEN]

_2((n+D(n+2)+1+(n+2)
B (n+2)!

_2*+3n+2+1+n+2)
B (n+2)!

_2(n*+4n+5)
B (n+2)!



_ 120 12x11x 10!
10120 10'x 2

D

=6X11=066

_6x8! 6X8X7X6!
E= 6! 6!

=6X7x8=336

Exercice 3

1. On choisit 2 boules parmi 15.1ly a
donc (%) = 105 issues possibles.
2.lly a (]) = 21 fagons d'extraire 2
boules noires.

3.1ly a (5) = 28 fagons d'extraire 2
boules blanches.

Exercice 1

a.p(ENG)

Eléves qui sont Gargons ET font
Anglais: 10. Au total : 40

ENG _ 1o
p( )—40

b.p(D NF)
Eléves qui sont Filles ET font
Allemand: 10. Au total : 40

DNF _10
p( )—40

c.pg(F) =p(F 1 E)
Nombre de filles en anglais : 6

Total anglais: 16. p(F | E) = %

d.pr(D) =p(D | F)

On cherche : parmi les filles, quelle
proportion font Allemand ?
Nombre de filles en allemand : 10
Total filles: 16

DIF) = 10

p( )=1¢

Exercice 2

a. On lit directement :
P(A) =04

DoncP(A)=1-0,4=0,6
Sur les branches issues de A :
P,(B) =0,7
DoncP,(B)=1-0,7=10,3
Sur les branches issues de A':
Une branche indique 0,1 vers B
donc:Pz(B) = 0,1
Donc:Pz;(B)=1-0,1=09

b. Arbre complété
Branches issues de A :

vers B : 0,7
vers B:0,3
Branches issues de 4 :
vers B : 0,9
vers B:0,1

c. Calcul des probabilités
p(ANB)

p(ANB) =p(A) X pa(B)
p(ANB)=04x07=0,28

p(An 5’2 ) ) )
p(ANB) =p(A4) xps(B)
p(ANB)=0,6x0,1=0,06

Exercice 3
1. Probabilités données dans 'énoncé

3 . 2
P(S) = g,P(s) = g
P;(P) =0,5,Ps(P) =0,2

2.Calculde P(Sn P)
On cherche la probabilité que Noah boive
un smoothie ET utilise une paille.
P(SNP)=P(S) x Ps(P)
P(SnP) —gXO,S —E
Réponse : -
10

3.Calculde P(P | S)

C'est la probabilité qu'il utilise une

paille quand il boit un soda. Elle est

directement dans 'énoncé :
Ps(P)=0,2

Réponse: 0,2

Exercice 1
a.p(ANnB) =p(4) + p(B) — Faux
La bonne formule est:

p(AUB) =p(4) +p(B) —p(ANB).

b.p(A N B) = p(A) X p(B) — Vrai
Attention : cette égalité n'est
vraie que si A et B sont indépendants.

c.p(B) = pa(B) + pi(B) — Faux
La bonne formule (loi des probabilités
totales) est :

p(B) = p(A) pa(B) + p(4) pa(B).

d.p(AU B) = p(A) + p(B) — Faux
Vrai seulement
si A et B sont incompatibles.
En général :
p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AN B).

Exercice 2
a. Données :p(4) = 0,3
doncp(d)=1-0,3=0,7

Sous A:
pA(Bi) = 0v6
_ pA(B) = OA'

Sous A:
pi(B)=08
pa(B) =02

b. Calcul de p(B)
p(B) =p(A4) X pa(B) +p(A) X p 4(B)
p(B)=03%06 + 0,7 %08
p(B) = 0,18 4+ 0,56 = 0,74

Réponse : p(B) = 0,74

c. Probabilité de 4 sachant B
p(ANB)
AH="
Or:p(ANB) =p(A) Xp,(B)
=0,3x0,6=0,18
0,18

Donc:pg(A) = — = 0,243

0,74

Réponse: p;(4) = 0,243

1. b, exactement 2 issues, succes et
échec.

2.b, la probabilité de l'échecest 1 — p.
3.d,iln'y a que 2 issues possibles,
CO_Ur OU PAs CCeUr.
4.a,PX=1)=0p.

5.0 E(X) =p.

6.c.V(X) =p( —p).

7.b,a(X) =/p(1 —p).
8.a0<p<1

9. a, c'est la définition du schéma de
Bernoulli.

10. b, chaque épreuve de Bernoulli
n'a que 2 issues, donc 2 branches a
chaque neceud

Exercice 1

P(X=0) = (3) xp®x (1-p)3°
=(1-p)°

_ 3 =L
Onadonc (1 p)3—125

1 1
—_ 3 = |— —_ = —
Sa-pP=(;) e1-p=¢
4
doncp = z
La bonne réponse est la réponse A.

Exercice 2
La variable aléatoire X qui donne le
nombre de résultats « pile » sur n lancers



suit la loi binomiale de
parameétres n et %

On cherche P(X < 2) soit P(X = 0) +
PX=1)+PX=2)

=0 =) (1=
-2 L
P =0 =) (-
=n(3)

p=2 =) () (1-3)"

n—1) /1\"
D)
onc
s o= 0f +o 3f 00

- (1 +n+ n(nz_ D) (%)n

La bonne réponse est la réponse D.

Exercice 3

p(X < 13) calcule la probabilité
que X < 13.

On veut en méme temps X > 6, il faut
donc enlever les premieres valeurs

de X, quand X < 6.

La réponse est donc p(X < 13) a qui
on Ote p(X < 6).

Soitp(X € 13) —p(X £ 6)

La bonne réponse est la réponse A

Exercice 1

1. L'éleve répond au hasard. Il a donc
3 choix équiprobables et une seule
bonne réponse qui lui rapporte 1
point:p(X; = 1) = getp(X1 =0)= g
Il s'agit d'une loi de Bernoulli de
parametre p = §
2.a.La note obtenue est égale a la
somme des points obtenus a chacune
des 5 questions : elle est donnée
parS =X; + X, + X3 + X, + X;.
Comme au 1., X;, X3, X, et Xz suivent
la méme loi de Bernoulli de

parametre p = §
Or X1, X5, X5, X4, X5 sont deux & deux
indépendantes, donc:
S =X, +X,+ X5+ X, + X5 suitune
loi binomiale de paramétres n =

1
Setp = e
b. La hote ramenée sur 20 est égale
a N = 4S. S suit une loi binomiale de

1

s 5
d'espérance E(S) =nXp =5X % =3
Par linéarité: E(N) = E(4S) =
4E(S) = 4 ><§= 2 ~67a01pres

parametresn =5etp =

L'éleve peut espérer environ 6,7 sur 20.

Exercice 2

Le dé est bien équilibré donc X suit
une loi équirépartie

sur {1;2;3;4;5;6}:
pX=1)=pX =2)=pX =3)
=pX=4) =pX =5)

1
=P(X=6)=g

L'espérance de X est donc:

E(X)—1><1+2><1+3><1+4><1
- 6 6 6 6

5 ! 6 !

+5 X g + 6 X g
_a_7
T 6 2
Les 6 urnes ont été remplies au
hasard, donc
p(Y =1) =p( =2) =p(Y =5)
=p(Y =10) = p(Y = 20)

1
=p(¥ =100) = ¢

L'espérance deY est:
E(Y)—1><1+2><1+5><1+10><1
76 6 6 6

+20><1+100><1
6 6

Le montant des pieces tirées par le
joueur estégala X x Y.

Or X et Y sontindépendantes
doncE(XXY)=EX)XE(Y) =
7x 23 =805 <100

donc inférieure & la mise de 1 euro: le
Jjeu est défavorable au joueur

Exercice 1

1) Le forage conduit & une nappe de
pétrole avec une probabilité 0,1 ou
pas avec une probabilité 0,9. C'est
donc bien une épreuve de Bernoulli
de parametre 0,1. Il y a bien deux
issues possibles.

2)

a. Les forages doivent étre
indépendants pour que X suive une
loi binomiale.
bpX>D=1-pX=0=1-
0,9° ~ 0,613

Exercice 2

On considere que le tirage de 1000
résistances a lieu avec remise et que
donc les tirages sont indépendants
les uns des autres. Le nombre X de
résistances défectueuses suit donc
une loi binomiale de parametres

1000 et 0,005.

1000
apX=2)= ( 2 ) x 0,005% x 0,995°%

= 499500 x 0,005% x 0,995°%% ~ 0,084

b. pl(ég(f 2)=pX = 0)1:;018(X =D +pX =2)
— 1000 999
= ( 0 ) x 0,995 + ( 1 ) x 0,005 x 0,995

1000
+( 2 ) % 0,005% x 0,995°°% ~ 0,124

cpX>2)=1-pX<1)
=1-pX=0)-p(X=1)
=1-10,995°%° — 1000 x 0,005

X 0,995%° ~ 0,960

Exercice 3
1) Les interrogations se font de
maniére indépendante les unes des
autres et a chaque interrogation la
probabilité d'avoir une fille
estg soit g donc X suit une loi
binomiale de paramétres n et g
2) Pourn =10
10y (2\* (1

r=n=(,)xG) *G)

16

1
=210X5szo,057

6

p(X >4)=1-p(X <3)~ 0980

3) On cherche n tel que
p(X =0) < 0,001 0or
n

po=0=()<() () -5

A l'aide d'un tableau de valeurs de la
calculatrice,on a 3¢ = 729 et 37 =
2187

doncn >7

ILfaut donc interroger pendant au
moins 7 jours consécutifs pour que la
probabilité de n'avoir aucune fille soit
inférieure & 0,001
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